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Kapitel 1

Einleitung

Seit dem Einsatz von Computern in nahezu allen Bereichen des Lebens, insbesondere der
Naturwissenschaften, gewinnt der Entwurf von Algorithmen zur Lésung von Berechungspro-
blemen immer mehr an Bedeutung. Neben der Frage der prinzipiellen Losbarkeit der Pro-
bleme spielt dabei die Effizienz der Algorithmen eine immer wichtigere Rolle. Die diskrete
Fouriertransformation (DFT) ist hierfiir eine Paradebeispiel, insbesondere auch aufgrund ih-
rer interdisziplindren Stellung zwischen den Ingenieurwissenschaften, der Informatik und der
reinen Mathematik. Zum einen hatte die Entdeckung der schnellen Auswertbarkeit der DFT
(Fast Fourier Transform, FFT) einen entscheidenden Einflufl auf die Entwicklung der ge-
samten digitalen Signalverarbeitung. Zum anderen erméglicht eine darstellungstheoretische
Sichtweise eine Verallgemeinerung des DFT-Begriffs, was unmittelbar in den Bereich der al-
gorithmischen Gruppentheorie und Computeralgebra fithrt. Die Generierung von DFTs ist
dann gleichbedeutend mit der Konstruktion einer Transversalen irreduzibler Darstellungen.

Beide Sichtweisen der diskreten Fouriertransformation, die mathematische und die signal-
theoretische, werden in der vorliegenden Arbeit eingenommen und dabei in eine fiir beide
Disziplinen fruchtbare Wechselbeziehung gebracht. Zum einen geht es um den Entwurf neuer,
effizienter Algorithmen, z. B. zur effizienten Konstruktion irreduzibler Darstellungen auflésba-
rer Gruppen (Kapitel 8) und zur schnellen Wortnormalisierung in iiberauflésbaren Gruppen
(Kapitel 4). Zum anderen werden in der Theorie bereits bestehende Algorithmen zur Generie-
rung verallgemeinerter DFT's und deren schnelle Auswertung erstmals in lauffihige Computer-
programme umgesetzt (Kapitel 3 und 5). Erst die Implementierung der scheinbar nur fiir die
Mathematik interessanten Algorithmen erméglicht wiederum Anwendungen in der digitalen
Signalverarbeitung (Kapitel 7). Kapitel 6 stellt die Theorie der diskreten Fouriertransforma-
tionen systematisch in Form von Idempotenten dar und verbindet - {iber die verallgemeinerten
Spektralzerlegungen - Algebra und Signalverarbeitung.

Hintergrund

Die klassische schnelle Fouriertransformation (Fast Fourier Transform, FFT) hat in einem
Mafle wie kaum ein anderer moderner Algorithmus die Entwicklung ganzer Industriezweige
beeinflult. , Whole industries are changed from slow to fast by this one idea - which is pure

1



2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

mathematics®, schreibt Gilbert Strang in [60], S. 290. So verwenden z. B. fast alle modernen
Verfahren zur Bild- oder Audiokompression FFT-basierte Methoden.

Die Grundidee der FFT geht auf Carl Friedrich Gauf} zuriick, der bereits 1805 einen solchen
Algorithmus benutzte, um Asteroidenorbits zu interpolieren [32]. Im Jahr 1965 wurde die FFT
durch Cooley und Tukey [18] (wieder-)entdeckt und zur Analyse von Zeitreihen eingesetzt.
Durch eine geschickte Faktorisierung der DFT-Matrix

Dy = (wF)ocjkan,

fiir gewisse N € N und einer primitiven N-ten Einheitswurzel w, konnte die Auswertung
der DFT auf einem Vektor der Linge N mit O(N log N) arithmetischen Operationen durch-
gefithrt werden - im Vergleich zur naiven Matrix-Vektor-Multiplikation, die fiir diese Aufgabe
O(N?) Operationen benétigt. In Arbeiten von Rader (1968), [49], und Bluestein (1970), [9],
wurde die FFT auf beliebige N € N verallgemeinert und damit das Problem der klassischen
Fouriertransformation weitgehend gelost.

Aus algebraischer Sicht ist die Berechnung der DFT der Lange N gleichbedeutend mit der
Auswertung eines vollen Satzes an paarweise infiquivalenten irreduziblen Darstellungen der
zyklischen Gruppe Cy der Ordnung N. Der Satz von Wedderburn zur Zerlegung von halb-
einfachen Algebren iiber Zerfillungskorpern ermdglicht eine Verallgemeinerung der DFT auf
beliebige endliche Gruppen G: Nach diesem Satz ist die komplexe Gruppenalgebra CG :=
{a]a : G — C} (Signalraum) isomorph zu einer Algebra von Blockdiagonalmatrizen (Spek-
tralbereich),
D =@®}_Dy: CG — @p_ Ch >k,

Die Anzahl h der Blocke entspricht dabei der Anzahl der Konjugationsklassen von G, und die
Projektionen Dy, ..., Dy, bilden einen vollstindigen Satz (Transversale) an paarweise indqui-
valenten irreduziblen Darstellungen von CG. Jeder solche Isomorphismus D wird DFT von
G genannt. Beziiglich dieser verallgemeinerten diskreten Fouriertransformationen einer end-
lichen Gruppe G gibt es zwei grundlegende Berechnungsprobleme:

(1) Wie kann eine DFT fiir G effizient erzeugt werden? Ist G nicht abelsch, dann gibt es
unendlich viele DFTs. Da wir in der vorliegenden Arbeit an einer schnellen Generie-
rung eines Isomorphismus D = @D interessiert sind, miissen die Vertreter Dj der
Aquivalenzklassen von Darstellungen sorgfiltig gewiihlt werden.

(2) Gibt es eine geeignete DFT von G, die eine effiziente Auswertung derselben auf einem
Vektor der Linge N = |G| erlaubt? Mit anderen Worten, es miissen, falls moglich,
die Darstellungen in (1) so gew#hlt werden, daf§ ein Algorithmus zur DFT-Auswertung
angegeben werden kann, der mit weniger als O(N?) Operationen, der trivialen oberen
Schranke, auskommt. Jeder Algorithmus, der dies in ©(N log N) - welches in einem
geeigneten Komplexitdtsmodell eine untere Schranke fiir das Auswertungsproblem dar-
stellt - bewerkstelligt, kann dann mit Recht eine FFT genannt werden.

Besitzt die endliche Gruppe G eine Normalreihe der Form

T=(GZGnDGn_lb...DGleO={1}),



dann liefert das Konzept der sogenannten Symmetrieanpassung, d.h. der Anpassung der DFT
an die Kette 7, einen Losungsansatz fiir beide algorithmischen Probleme. Wir besprechen
dieses wichtige Konzept ausfiihrlich in den nachfolgenden Kapiteln und geben zunichst einen
kurzen Uberblick iiber die relevante Literatur.

Verallgemeinerte FFTs (siehe Problem (2)) wurden 1987 fiir auflssbare Gruppen von Beth
[8], 1989 fiir allgemeine endliche und symmetrische Gruppen von Clausen [14] und 1991 fiir
iiberauflésbare Gruppen von Baum [2] entwickelt. Einige neuere Resultate und weitere Hin-
weise auf die Literatur findet man in [42]. Das Konzept der Symmetrieanpassung hat ihren
Ursprung in Youngs ,seminormal form“ der irreduziblen Darstellungen der symmetrischen
Gruppen (siehe [40], S. 124 ff., und [12], S. 343).

Fiir Problem (1) haben Baum und Clausen (1994) in [4] eine im wesentlichen optimale Losung
fiir den Fall der endlichen iiberauflésbaren Gruppen angegeben. Piischel (1998) beschreibt in
[47] einen Algorithmus, der die regulidre Darstellung einer auflésbaren Gruppe G zerlegt, was
gleichbedeutend mit der Konstruktion einer symmetrieangepafiten DFT fiir D ist.

Die Anwendungen verallgemeinerter DFTs sind noch vergleichsweise diinn geséit und lie-
gen hauptsichlich im Bereich der Signalverarbeitung und Statistik (siehe u.a. [15, 24, 25]).
Einen Uberblick hierfiir liefert auch der Artikel [51] von Rockmore (1995). In dem im letzten
Jahr erschienenen Artikel [29] wird die Anwendung verallgemeinerter DFTs nicht-abelscher
Gruppen (Kranzprodukte zyklischer Gruppen) im Bereich der Bildverarbeitung beschrieben,
die viele bekannte Transformationen wie die Haar-Wavelet-Transformation und verschiedene
Mehrkanal-Filterbédnke verallgemeinern.

Beitrag und Gliederung dieser Arbeit

Sei G eine endliche iiberauflésbare Gruppe der Ordnung N = |G|, die in pc-prisentierter Form
vorliegt. Fiir solche Gruppen haben Baum und Clausen Algorithmen angegeben, die sowohl
die DFT-Generierung (Problem (1)) als auch die DFT-Auswertung (Problem (2)) in einer im
wesentlichen optimalen Laufzeit realisieren. In der vorliegenden Dissertation geht es um die
Fortsetzung dieser Arbeiten, und zwar sowohl in theoretischer als auch in praktischer Sicht.
Dariiber hinaus werden neuartige, auf diesen verallgemeinerten DFTs basierende Anwendun-
gen im Bereich der Computeralgebra und im Bereich der Signalverarbeitung beschrieben.
Zum einen wird ein Algorithmus zur DFT-basierten Wortnormalisierung in pc-prisentierten
Gruppen entwickelt, der im Vergleich zu herkémmlichen , Collection“-Verfahren von ande-
ren Gruppeninvarianten abhingt und ein in vielen Féllen besseres Laufzeitverhalten aufweist.
Zum anderen wird durch die erstmalige Implementierung der schnellen Algorithmen zur DFT-
Generierung und DFT-Auswertung der Signalverarbeitung eine bisher nicht bekannte Familie
von Transformationen zuginglich gemacht, und es werden mittels der verallgemeinerten Spek-
traltransformationen erste Experimente zur randomisierten Datenkompression durchgefiihrt.

Im folgenden gehen wir auf die Gliederung dieser Arbeit ein und fassen die Inhalte der einzel-
nen Kapitel zusammen. Jedes Kapitel beginnt mit einer kurzen Ubersicht, und der jeweilige
Stand der Forschung wird erldutert. In den Schluflabschnitten werden dann an gegebener
Stelle weiterfithrende Fragestellungen und offene Probleme formuliert und diskutiert.



4 KAPITEL 1. EINLEITUNG

Kapitel 2 stellt die in dieser Arbeit benétigten algebraischen Grundlagen dar und legt damit
auch die Bezeichnungskonventionen fest. Unter anderem werden auch die Grundideen der
auf dem Satz von Clifford beruhenden DFT-Generierung fiir endliche auflésbare Gruppen
dargestellt.

Kapitel 3 behandelt den von Baum und Clausen in [4] vorgestellten Algorithmus (BC-Al-
gorithmus), der im iiberauflésbaren Fall eine an eine Kompositionreihe angepafite DFT mit
O(|G|log? |G|) arithmetischen Operationen generiert. Dariiber hinaus kénnen alle Berechnun-
gen rein symbolisch in Z,, wobei e den Exponenten von G bezeichnet, durchgefiihrt werden.
Bei den Matrixeintrdgen der Darstellungen handelt es sich um e-te Einheitswurzeln, und al-
le durchzufiithrenden Matrixmanipulationen sind entweder Multiplikationen oder Inversionen.
Dieser Algorithmus wurde im Rahmen der vorliegenden Dissertation erstmals implementiert.
Hierfiir wurde eine auf dem Charaktergraphen basierende DFT-Datenstruktur entwickelt, die
zur Speicherung der DFT-Daten nur O(|G|) ganzen Zahlen benétigt, die durch den Exponen-
ten der Gruppe beschrinkt sind. Der BC-Algorithmus wurde dahingehend modifiziert, dafl
auch wahrend der Laufzeit die obere Schranke O(|G|) fiir den benétigten Speicherplatz nicht
iiberschritten wird. Es wurden zahlreiche Tests zur Bestimmung der tatsichlichen Laufzeiten
und des Speicherplatzbedarfs durchgefiihrt. Zu diesem Zweck wurde mit Hilfe des Compu-
teralgebrasystems GAP eine Bibliothek von pc-Préisentationen erzeugt. Eine ausfiihrliche
Diskussion der Ergebnisse und einige Beispiele runden das Kapitel ab.

Kapitel 4 befafit sich mit einer ersten DFT-basierten Anwendung im Bereich der algorith-
mischen Gruppentheorie. Hierbei geht es um einen im Rahmen dieser Arbeit entwickelten
Algorithmus (WN-Algorithmus) zur effizienten Normalisierung von Woértern in endlichen pe-
prisentierten Gruppen. Eine Implementierung des WN-Algorithmus zeigt die Praktikabilitét
dieses Algorithmus. Als Alternative zu herkdmmlichen ,Collection“-Verfahren [55] werden
hierbei Teile der zuvor berechneten DFT benutzt, um das Normalisierungsproblem in den
Spektralbereich zu iibertragen, wo es effizient gelost werden kann. Eine Analyse des Algo-
rithmus ergibt als Spezialfall (siehe Korollar 4.1.3), daf} in pc-prisentierten p-Gruppen der
Ordnung p™ mit Exponent e die Normalisierung des Produkts von zwei in Normalform gege-
benen Wértern mit maximal 5 - p - n? Additionen in Z, durchgefiihrt werden kann. Anders
als bei herkémmlichen Verfahren hiingt das Laufzeitverhalten nicht wesentlich von der Kom-
plexitit der pc-Présentation, sondern vor allem von der Linge n der Kompositionsreihe ab.
Die theoretischen Ergebnisse werden durch praktische Tests zur Analyse des Laufzeitverhal-
tens untermauert. In den anschliefenden Abschnitten wird besprochen, wie die Wortnorma-
lisierung zur multivariaten Polynomdivision in kommutativen wie auch nicht-kommutativen
Polynomringen beziiglich spezieller Grobnerbasen verwendet werden kann.

Kapitel 5 kommt zur Auswertung der in Kapitel 3 generierten DFT auf einem komplexwer-
tigen Signal f € CG. Auch dieses Berechnungsproblem 148t sich im iiberauflosbaren Fall, wie
Baum in [2] gezeigt hat, im wesentlichen optimal 16sen. Sein rekursiver Algorithmus benétigt
O(]G|log |G|) komplexe Operationen. Im Hinblick auf eine insbesondere auch beziiglich des
Speicherplatzes effiziente Implementierung bendtigen wir eine iterative Variante des Baum-
Algorithmus. Es stellt sich heraus, dafl diese Variante einer Faktorisierung der DFT-Matrix
in n diinnbesetzte Matrizen entspricht, wobei n die Linge der Kompositionsreihe von G be-
zeichnet und die Anzahl der von Null verschiedenen Eintrige dieser Matrizen von der Prim-
faktorzerlegung von G abhédngt. Auch hier wurden zahlreiche Tests zum Laufzeitverhalten
und zur Fehleranalyse, die beim Rechnen mit Gleitpunktzahlen entstehen, durchgefiihrt.



Kapitel 6 behandelt die Zerlegung der Gruppenalgebra CG in G-invariante Unterrdume,
was signaltheoretisch als Zerlegung eines Signals in seine verallgemeinerten Spektralkompo-
nenten gedeutet werden kann. Mit Hilfe von Idempotenten lassen sich beliebige Ringe mit
1 in eine direkte Summe von Linksidealen zerlegen. Je mehr Struktur diese Ringe aufwei-
sen, desto stirkere Aussagen lassen sich beziiglich der durch die Idempotenten definierten
Summenzerlegungen treffen. In diesem Kapitel untersuchen wir durch sukzessive Hinzunah-
me von Struktur den Fall von Algebren, halbeinfachen Algebren, Gruppenalgebren, bis hin
zu Gruppenalgebren endlicher iiberauflosbarer Gruppen. Beriicksichtigt man schlieflich noch
die Hilbertraumstruktur von CG bez. des Standardskalarprodukts, so landet man schliellich
bei der verallgemeinerten Spektraldarstellung einer Funktion f € CG, die sich mit einem
schnellen FFT-Algorithmus berechnen 14ft.

Kapitel 7 geht auf mogliche Anwendungen der verallgemeinerten Spektraltransformationen
im Bereich der digitalen Signalverarbeitung zur Signalanalyse und Datenkompression ein. Es
beschreibt, wie sich die Menge der verallgemeinerten Spektralkoeffizienten mit Hilfe der diskre-
ten Multiskalenanalyse in Teilmengen zerlegen 148t, so dafl die Koeffizienten jeder Teilmenge
grob einem Frequenzband zugeordnet werden konnen. Eine Multiskalenanalyse entspricht da-
bei einer Folge von Partitionen der Eins der Gruppenalgebra CG. In [15], Kapitel 11, deuten
Clausen und Baum einen Algorithmus zur effizienten Datenkompression mittels verallmeiner-
ter DFTs an. Hier wird nun ein Gesamtsystem vorgestellt, das diese Ideen erstmalig realisiert,
und es werden einige der Experimente, die im Bereich der randomisierten Datenkompression
durchgefithrt wurden, beschrieben.

Das abschlieflende Kapitel 8 wendet sich noch einmal der DFT-Generierung zu. Setzt man die
endliche Gruppe G nicht mehr als iberauflisbar, sondern nur noch als aufidsbar voraus, wird
die DFT-Generierung wesentlich aufwendiger. Da in diesem Fall die Untergruppen einer Kom-
positionsreihe von G im allgemeinen nicht normal in G sind, lassen sich die Verkettungsrdume
nicht mehr wie im {iberauflosbaren Fall konstruieren. Dariiber hinaus sind auflésbare Grup-
pen im allgemeinen keine M-Gruppen, d.h. es existieren in diesen Fillen keine monomialen
Darstellungen. Ahnlich effiziente Algorithmen wie der BC-Algorithmus sind daher nicht zu
erwarten. Wir beschreiben einen Algorithmus (M-Algorithmus), der die DFT-Generierung fiir
auflésbare Gruppen mit O(p- |G|? log(|G])) Kérperoperationen realisiert, wobei p den gréfiten
Primteiler von |G| bezeichnet. Hierbei muf} die auflésbare Gruppe in Form einer pc-Présenta-
tion vorliegen, die mit einer Kompositionsreihe korrespondiert, die wiederum eine Hauptreihe
verfeinert. Unseres Wissens ist dies die erste ,worst-case“-obere Komplexititsschranke fiir
den Fall auflésbarer Gruppen.
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Kapitel 2

Grundlagen

In diesem Kapitel fagssen wir die fiir alle Teile dieser Arbeit relevanten mathematischen Grund-
lagen zusammen und fithren damit gleichzeitig die bendtigten Symbole und Bezeichnungen
ein, die einheitlich in der ganzen Arbeit verwendet werden. In Abschnitt 2.1 erinnern wir
an die Grundlagen der (gewohnlichen) Darstellungstheorie endlicher Gruppen. In Abschnitt
2.2 wird die diskrete Fouriertransformation (DFT) auf beliebige endliche Gruppen verall-
gemeinert. Fiir das Rechnen in endlichen auflésbaren Gruppen haben sich insbesondere die
pc-Prisentationen, die wir in Abschnitt 2.3 beschreiben, als eine sehr geeignete und effiziente
Prisentationsform erwiesen. Die Grundideen zur DFT-Generierung aus den als pc-Prisen-
tation vorliegenden Gruppen fassen wir in Abschnitt 2.4 zusammen und beschlieflen dieses
Kapitel mit einigen Bemerkungen iiber diinn besetzte Matrizen und Matrixdarstellungen in
Abschnitt 2.5.

2.1 Grundlagen zur Darstellungstheorie

In diesem Abschnitt wird kurz an einige Grundlagen der Darstellungstheorie erinnert und die
dafiir benotigte Notation eingefiihrt. Fiir Einzelheiten verweisen wir auf die Standardliteratur,
z. B. [52].

Sei G eine endliche Gruppe. Eine (gewohnliche) Darstellung von G vom Grad (oder der
Dimension) d ist ein Gruppenhomomorphismus D : G — GL(d, C). Der zugehorige Charakter
x : G — C ist durch x(g) := Spur(D(g)) definiert. Zwei Darstellungen D und D' heifien
dquivalent, D ~ D', falls fiir eine invertierbare Matrix X und alle ¢ € G die Gleichung
D'(g) = D¥(g) gilt, wobei DX durch D¥(g) := XD(¢)X~!, g € G, definiert ist. Zwei
Darstellungen sind dquivalent genau dann, wenn ihre Charaktere iibereinstimmen.

Die direkte Summe D @® D' zweier Darstellungen D und D’ von G ist fiir g € G definiert durch
(D& D')(g) := D(g9)®D'(g). Mit mD, m € N, bezeichnen wir die m-fache direkte Summe von
D. Eine Darstellung D heifit irreduzibel, falls D nicht dquivalent ist zu einer direkten Summe
zweier Darstellungen. Charaktere, die zu irreduziblen Darstellungen gehoren, heifien irredu-
zible Charaktere. Die Anzahl irreduzibler Charaktere, d.h. die Anzahl von Aquivalenzklassen
irreduzibler Darstellungen von G, ist gleich der Anzahl der Konjugationsklassen von G.

7
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Nach dem Satz von Maschke ist jede Darstellung D &quivalent zu einer direkten Summe
irreduzibler Darstellungen: D ~ Dy @ ... @® D,. Sei A eine irreduzible Darstellung von G mit
Charakter 0, dann hingt die Multiplizitit (A|D) := |{i : D; ~ A}| von A in D nur von den
Charakteren ab. Bezeichne y den Charakter von D, dann gilt genauer

(AID) = (8x) = |G|7" Y d(g™") (2.1)
e

Verkettungsriume (intertwining spaces) sind ein weiteres Hilfsmittel zur Untersuchung von
Multiplizitdten oder allgemeiner von direkten Summenzerlegungen von Darstellungen. Der
Verkettungsraum zweier Darstellungen D und D’ von G ist definiert durch

Int(D,D') := {X € C¥*¥XD(g) = D'(g)X fiir alle g € G}, (2.2)

wobei d bzw. d' den jeweiligen Grad der Darstellungen bezeichnen. Nach dem Lemma von
Schur ist Int(D, D) eindimensional genau dann, wenn D irreduzibel ist. In diesem Fall besteht
der Verkettungsraum aus allen skalaren Vielfachen der Einheitsmatrix Id;. Die folgenden
Aussagen ergeben sich unmittelbar aus dem Lemma von Schur.

Lemma 2.1.1 Seien Dq,..., Dy paarweise indquivalente Darstellungen von G und seien
D; ~ F;. Dann gilt fiir beliebige nicht-negative ganze Zahlen n;,m;

Int( 1m1DZ,69 LN ) @Int m;D;,n; F; @(C"’X"“@Int(DZ,F)

Dariiber hinaus gilt fiir Darstellungen D, F' von G und invertierbare Matrizen X,Y geeigneten
Formats
Int (F*,DY) = Y Int (F,D) X *.

Sei H Untergruppe von G, D eine Darstellung von G und F' eine Darstellung von H. Falls die
Einschrinkung D{H von D auf H gleich der Darstellung F' ist, dann heifit D Erweiterung
von F. Ausgehend von F' vom Grad f und einer vollstindigen Liste T = (g1,...,9¢) von
Reprisentanten der Linksnebenklassen von H in G erhilt man eine Darstellung G vom Grad
f - t, die sogenannte induzierte Darstellung F'1G, auf die folgende Weise:

(F12G)0) = (Flo'09)) _, -
Hierbei ist F'(z) definiert als F(z) fir € H und als f x f Nullmatrix aufierhalb von H. Nach
dem Reziprozititssatz von Frobenius sind Induktion und Einschrénkung im folgenden Sinn
dual zueinander: Ist D eine irreduzible Darstellung von G und F' eine irreduzible Darstellung
von H, dann ist die Multiplizitédt von F' in D|{H gleich der Multiplizitit von D in F{;G. Wir
bezeichnen diese gemeinsame Multiplizitdt mit (D|F'). Ein entsprechendes Ergebnis gilt fiir
die Charaktere.

Seinun C = (G = G, > Gp—1 > ... > G1 > Gy = {1}) eine Kette von Untergruppen von
G. Zu dieser Kette assoziieren wir einen Graph, den C-Charaktergraph of G. Die Menge der
Knoten ist aufgeteilt auf n + 1 Stufen. Die Knoten der Stufe ¢ entsprechen den irreduziblen
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Charakteren von G;. Nur die Knoten aufeinanderfolgender Stufen sind durch gewichtete Kan-
ten verbunden. Falls y und ¢ irreduzible Charaktere von G; bzw. G;_1 sind, dann sind die
zwei Knoten durch eine gewichtete Kante verbunden, falls das Gewicht (x|¢) > 0 ist. Dieser
Graph wird als grundlegende Datenstruktur zur Konstruktion und Speicherung irreduzibler
Darstellungen dienen. Ein Beispiel ist in Abbildung 2.1 gegeben.

Es gibt eine enge Verbindung zwischen den Darstellungen von G und einer normalen Un-
tergruppe N. Grundlegend hierfiir ist die Operation von G auf der Menge der irreduziblen
Charaktere von N mittels (g-4)(n) := ¢9(n) := ¢(g~'ng). Fiir eine Darstellung F' von N und
jedes g € G definiert F9(n) := F(g 'ng), n € N, eine Darstellung von N, eine g- Konjugierte
von F'. Die folgende Version des Satzes von Clifford wird eine wichtige Rolle spielen.

Satz 2.1.2 Sei N < G und x ein irreduzibler Charakter von G. Sei i eine irreduzible Kom-
ponente von x\N mit Multiplizitit m > 0 und seien ¢ = 1)1,...,1, die verschiedenen g-
Konjugierten von 1, g € G. Dann gilt

q
XIN =m Y 4.

k=1

Fiir einen Beweis des Satzes verweisen wir auf [36], Theorem (6.2). Ein analoges Ergebnis gilt
fiir die entsprechenden Darstellungen.

2.2 Gruppenalgebren und DFT

In diesem Abschnitt wird der Begriff der diskreten Fouriertransformation (DFT) auf belie-
bige endliche Gruppen verallgemeinert. Wir folgen dabei [15], wo man auch die hier nicht
aufgefithrten Beweise der Aussagen findet.

Sei also G eine endliche Gruppe. Die Menge CG := {a]a : G — C} aller C-wertigen Funk-
tionen (Signale) auf G wird durch punktweise Addition und Skalarmultiplikation zu einem
Vektorraum. Eine natiirliche Basis ist durch die Indikatorfunktionen (G > h > dg45) der
Gruppenelemente g € G gegeben. Identifiziert man jedes Gruppenelement mit seiner Indika-
torfunktion, dann kann CG als C-lineare Hiille von G aufgefafit werden. Weiterhin definiert

1 _
(ab) := icl > aghg (2.3)

geG

fir a = (ag)geq, b = (by)geq € CG ein Skalarprodukt auf CG' und macht diesen zum Hilbert-
raum. Die Gruppenmultiplikation in G erweitert sich zur sogenannten Faltung in CG:

(Y ag9) - (};bhh) =3 (3 agbyre)

geG keG  geG

Auf diese Weise wird CG zu einer C-Algebra, der sogenannten Gruppenalgebra von G iiber C.
Darstellungen von G erweitern sich auf kanonische Weise zu Algebrenhomomorphismen von
CG und werden ebenfalls als Darstellung bezeichnet. Da sich Darstellungen von G und CG
eineindeutig entsprechen, werden diese im folgenden identifiziert.



10 KAPITEL 2. GRUNDLAGEN

Ist zum Beipiel G = Cy = (X | X = 1) die zyklische Gruppe der Ordnung N, dann kann
CG mit dem Polynomring C[X] modulo dem von XV —1 erzeugten Ideal identifiziert werden.
In diesem Fall ist die Faltung in CG nichts anderes als gew6hnliche Polynommultiplikation
modulo der Relation XV = 1. Sei w eine primitive N-te Einheitswurzel, dann folgt aus der

Faktorisierung X" — 1 = H?:_ol (X — w’) zusammen mit dem Chinesischen Restesatz, daf# die
kanonische Abbildung

CCy = CIX]/(XN —1) — &) 'CIX]/(X —w!) = @) 'C"™!

ein Algebrenisomorphismus von der Gruppenalgebra in die Algebra der N x N-Diagonalmatri-
zen definiert. Beziiglich der kanonischen Basen in beiden Rdumen wird dieser Isomorphismus
durch die klassische DFT-Matrix D = (wjk)[]gj’k<]v beschrieben.

Wedderburns Satz fiir halbeinfache Algebren iiber Zerfallungskérpern verallgemeinert diese
Situation. Im Spezialfall von komplexen Gruppenalgebren gilt die folgende Version.

Satz 2.2.1 (Wedderburn) Die Gruppenalgebra CG einer endlichen Gruppe G ist isomorph
zu einer Algebra von Blockdiagonalmatrizen:

D=al_ Dy: CG = gh_,Chxd,

Die Anzahl h der Blicke ist gleich der Anzahl der Konjugationsklassen von G und die Projek-
tionen D1, ..., Dy bilden eine vollstindige Menge von paarweise indquivalenten irreduziblen
Darstellungen von CG.

Man nennt eine solche Liste Dy,..., Dy auch Transversale von irreduziblen Darstellungen,
die wir im folgenden mit Irr(G) bezeichnen.

Der Begriff der klassischen diskreten Fouriertransformation fiir zyklische Gruppen wird nun
in folgender Weise auf beliebige endliche Gruppen G verallgemeinert.

Definition 2.2.2 Jeder Isomorphismus D: CG — @Zzlcdkxdk von C-Algebren heifit dis-
krete Fouriertransformation (DFT) fiir CG (oder einfach fir G).

Beziiglich der kanonischen Basen in CG und @&}_,C% X% ist jede DFT durch eine |G| x |G|-
Matrix D gegeben. Dabei korrespondieren die Spalten von D zu den Elementen von G. Die
Reihen werden durch

U (o)t < pov <di} (2.4)
1<k<h

parametrisiert, wobei (k, u,v) die Position (i, v) in Dy beschreibt. Mit anderen Worten gilt
D)9 = Dr(9)uv- (2.5)

Wir verweisen auf Abschnitt 5.4 fiir ein konkretes Beispiel einer DF T-Matrix D. Wedderburns
Satz garantiert fiir jede endliche Gruppe G die Existenz einer DFT.
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2.3 PC-Prasentationen

In der algorithmischen Gruppentheorie sind die relevanten Gruppen oft durch eine endliche
Prisentation mit Erzeugern und Relationen gegeben. Solche Présentationen dienen auch als
Eingabe fiir unsere Algorithmen und werden im folgenden kurz beschrieben.

Eine endliche Gruppe G heifit auflisbar , wenn eine Kompositionsreihe
T=(G=G,>Gp1>...>G1>Gy={1})

existiert, deren Kompositionsfaktoren G;/G;_1 von Primzahlordnung p; sind. Fiir 1 <i <n
sei g; ein Element in G;, welches nicht in G;_1 ist. In Bezug auf (g1, ..., g,) kann jedes Element
g € G eindeutig ausgedriickt werden in Normalform

g =g -gfl”:ll gt (0 < e < pi). (2.6)

Die Multiplikation in G ist dann vollstindig beschrieben, wenn die Normalformen von allen
Potenzen gfi und allen Kommutatoren [g;, g;] := gi_lgj_lgigj bekannt sind. Jede auflésba-
re Gruppe besitzt demnach eine pc-Prdasentation (power-commutator presentation), die aus
Relationen fiir die Potenzen und Kommutatoren besteht und von der folgenden Form ist:

mit Worten u; € G;—1 und w;; € Gj_ gegeben in Normalform

iyie i bij,j— bij,
ui:gill-...-gﬁl bzw. wij:gjjfl-...-gljl. (2.8)
Dariiber hinaus verlangen wir, daf§ die Prisentationen konsistent sind, d. h. jedes Wort in den
Erzeugern hat eine eindeutig bestimmte Normalform. Konsistente pc-Prisentationen dieser
Art beschreiben exakt die Klasse der auflésbaren Gruppen.

Eine auflésbare endliche Gruppe G heif3t diberauflésbar, wenn es eine Kompositionsreihe gibt,
bei der jede Gruppe G; nicht nur normal in G;11 sondern sogar normal in der ganzen Gruppe
G ist. Derartige Kompositionsreihen sind Hauptreihen. In diesem Fall gilt fiir eine zugehorige
pc-Présentation w;; € Gj, also

1,1 ij,1

b b
Wiy =9; " -Gy
Als Beispiel geben wir eine konsistente pc-Prisentation einer iiberauflésbaren Gruppe mit
128 Elementen an, die wir auch mit Gisg bezeichnen. In der Prisentation sind, wie dies
im folgenden aus Griinden der Ubersichtlichkeit meist geschehen wird, triviale Kommutator-

Relationen nicht aufgefiihrt.

Gios = (97,96:95,94,93.92, 91195 =95 =95 = 9 = 96 = 1,95 = g1.97 = g4,
(92, 96] = [92, 97] = [93. 94] = [93.95] = 93, 96] = 91, [93. 97] = g2, (2.9)
[94,95] = 92 - 91,94, 96] = 93 - 91, (95, 97] = 93,96, 97] = 95)

Ist eine pc-Prisentation der Form (2.7) gegeben, so definiert diese kanonisch eine Kompo-
sitionsreihe 7. Die Abbildung 2.1 zeigt den T-Charaktergraph der pc-prisentierten Gruppe
G128. Jeder Knoten entspricht einem irreduziblen Charakter und der entsprechenden Aquiva-
lenzklasse von irreduziblen Darstellungen. Die Kantengewichte haben alle den Wert 1, d. h.
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Abbildung 2.1: Charaktergraph von Gsg.

alle nicht-trivialen Multiplizitdten sind 1. Die Zahlen der linken Spalte beschreiben die Stufe
und die der obersten Zeile den Grad der entsprechenden Darstellung der obersten Stufe.

Es ist kein Zufall, daf} alle Kantengewichte den Wert 1 haben. Dies gilt allgemein fiir 7-
Charaktergraphen auflésbarer Gruppen mit Kompositionsreihe 7 und folgt unmittelbar aus
der Version des Satzes von Clifford in Abschnitt 2.4.

Bemerkung 2.3.1 In der Notation haben wir uns eine kleine Nachléssigkeit erlaubt, da nicht
zwischen Wortern und Elementen unterschieden wurde. Ein Wort iiber dem Alphabet A :=
{g1,....9n} ist eine endliche Folge von Elementen in A. Die Menge aller Worter iiber diesem
Alphabet wird auch mit A* bezeichnet. Ein Element einer pc-prasentierten Gruppe G ist eine
Aquivalenzklasse von Wortern modulo des durch die pe-Relationen erzeugten Normalteilers.
Um die Notation nicht unnétig zu verkomplizieren, schreiben wir fiir ein Gruppenelement ein
dieses Gruppenelement reprisentierendes Wort, wie z. B. geschehen in (2.8). Wenn wir also
im folgenden von einem Wort g3 -...-g7"
Sprechen wir von einem Element g4~ - ... - ¢{"*, dann meinen wir das durch dieses Wort
reprisentierte Gruppenelement in G.

sprechen, meinen wir ein Element in {g1,...,gn}".

Bemerkung 2.3.2 Im allgemeinen mufl man bei Prisentationen zwischen sogenannten Mo-
noid- und Gruppenprisentationen unterscheiden. Bei Gruppenprisentationen werden neben
den angegebenen Erzeugern g; deren formale Inverse g;” ! als zusitzliche Erzeuger und die zwi-
schen Erzeuger und inversem Erzeuger geltenden Relationen g;g; '=1 und g; 19i = 1 zu den
angegebenen Relationen hinzugenommen. Damit definieren Gruppenprésentationen immer
Gruppen, wihrend Monoidprisentationen im allgemeinen nur Monoide definieren. Prisenta-
tionen der Form (2.7) definieren allerdings schon als Monoidprisentation eine Gruppe. Dies
folgt daraus, dal aus den angegebenen Relationen fiir jeden Erzeuger g; eine Relation der
Form gZN =1 fiir ein N € N ableitbar ist, woraus die Invertierbarkeit von g; folgt. In diesem
Fall fithren Monoid- und Gruppenpréisentation zu isomorphen Gruppen und zwischen diesen
beiden Présentationsformen mufl nicht unterschieden werden. Fiir weitere Einzelheiten zu
dieser Problematik verweisen wir auf [55].
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2.4 Grundidee zur DFT-Generierung

In diesem Abschnitt fassen wir die allgemeinen Ideen fiir einen Algorithmus zusammen, der
zu einer endlichen pc-prisentierten auflosbaren Gruppe eine DFT konstruiert, die beziiglich
einer Kompositionsreihe von G angepafit ist. In Bezug auf eine solche pc-Présentation ist
eine d-dimensionale Darstellung D von G vollstindig durch die darstellenden Matrizen
D(g1),...,D(gn) auf den Erzeugern beschrieben.

Das Konzept der Symmetrieanpassung einer Darstellung D ist entscheidend im Hinblick auf
einen effizienten Algorithmus. D heifit T -angepaft, falls fiir alle 0 < 7 < n die folgenden
Bedingungen gelten:

(1) Die Einschrinkung D|G; ist gleich der direkten Summe irreduzibler Darstellungen von
Gi, d.h. D|G; = @4F;; mit irreduziblen Darstellungen Fj,.

(2) Aquivalente irreduzible Konstituenten von D]G; sind gleich, d.h. falls F,qy ~ F;; dann
F;q = Fj; (aber nicht notwendigerweise ¢ = t).

Ist D eine T-angepafite Darstellung, dann ist auch die Einschrinkung D]G;, 0 < ¢ < n,
Ti-angepaft, wobei 7; die Kette (G; O ... D Gg) bezeichnet. Wir schreiben im folgenden auch
Irr(Gy, T;) fiir eine Transversale von T;-angepafiten irreduziblen Darstellungen von Gj.

Die zentrale Idee des Algorithmus basiert auf dem Satz von Clifford. In unserem speziellen
Fall besagt er, daf} fiir eine irreduzible Darstellung F' von G;_1, 0 < ¢ < n, genau einer der
beiden folgenden Fille zutrifft.

Fall 1. Alle Fgf, 0 < k < p; =: p, sind dquivalent. Dann I8t sich F' zu p paarweise
indquivalenten irreduziblen Darstellungen Do, ..., D,_; von G; gleichen Grades erwei-
tern. Bezeichnen x°,...,x? ! die linearen Charaktere der zyklischen Gruppe G;/G;_1
in geeigneter Reihenfolge, dann gilt dariiber hinaus D, = x* ® Dy fiir alle k& und
FTGz NDO@---®DP—1-

Do D1 D2 Dp-2 Dp-1

Fall 2. Alle Fgf, 0 < k < p; =: p, sind paarweise infquivalent. Dann ist die Induktion
F1G; eine irreduzible Darstellung von G; vom Grad p - deg(F'). Dariiber hinaus sind
alle Darstellungen FngGi, 0 < k < p, dquivalent und (F1G;)|G;—1 = @z;é F9i .
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Fiir einen Beweis verweisen wir auf Theorem (6.20) in [15]. Bis auf Aquivalenz kénnen alle
irreduziblen Darstellungen von G; auf diese Weise erhalten werden. So kdnnen die irreduziblen
Darstellungen von G iterativ von unten nach oben entlang der Hauptreihe 7 konstruiert
werden. Fiir eine effiziente Konstruktion von Irr(G;) aus Irr(G;_1) sollten dabei mdglichst
viele der Daten von Stufe i — 1 verwendet werden. Man sollte daher D € Irr(G;) auf solche
Weise definieren, dafl D|G;_1 nicht nur dquivalent, sondern sogar gleich der direkten Summe
von irreduziblen Darstellungen aus Irr(G;_;) ist. Dies entspricht genau der Philosophie der
Symmetrieanpassung. Folglich muf} eine neue Darstellung D € Irr(G;, 7;) in Schritt ¢ nur auf
dem Erzeuger g; definiert werden; die Werte von D auf den Erzeugern gi,...,¢g; 1 konnen
von Schritt ¢ — 1 ohne zuséitzlichen Aufwand iibernommen werden.

Allerdings mufi man fiir den Aquivalenztest und die Symmetrieanpassung fiir jedes F €
Irr(Gi—1, Ti—1) die Beziehung zwischen den konjugierten Darstellungen F'% und den entspre-
chenden F' € Irr(G;_1,7T;-1) mit F9% ~ F' kennen. Das ist der Grund dafiir, da§ die Ver-
kettungsriume Int(F9, F') benotigt werden. Es stellt sich heraus, dafy die Berechnung der
Verkettungsrdume der aufwendigste Teil der Konstruktion ist und den Berechnungsaufwand
des Algorithmus bestimmt. Wir wollen zunichst annehmen, dafi sowohl die Aquivalenz von
Darstellungen entschieden als auch Verkettungsrdume berechnet werden kénnen. Dann kann
der Algorithmus zur Berechnung von Irr(G;_1, 7;—1) folgendermafien zusammengefafit werden:

Eingabe: FEine konsistente pc-Prisentation einer endlichen auflésbaren Gruppe G, die eine
Kompositionsreihe 7 definiert. Irr(Gy, 7o) ist trivial.

Schritt i. Irr(G;, 7;) wird berechnet aus Irr(G;_1,7;—1), 1 <14 < n. Nach Clifford miissen fiir
jedes F € TIrr(G;—1, Ti—1) zwei Félle beriicksichtigt werden.

Fall 1. F' ~ F9%. F hat p; Erweiterungen Dy, ..., D, 1.

e Sei w primitive p;-te Einheitswurzel und X € Int(F9%, F) \ {0}.
e Bestimme eine Losung ¢y der Gleichung ¢” X?i = F(g"). (g
Gi-1 gegeben durch die pc-Présentation).
Definiere Dy (gi) :=co-w* - X, k=0,...,p; — L.
Definiere Di]|G;_1 := F (Daten schon bekannt aus Schritt 7 — 1) und erhalte
eine T;-angepafite Erweiterung D von F.
Fall 2. F £ F9. Dann ist F' 1 G; irreduzibel und (F' 1 G;) | Gi—1 = @2":_01 F9 . Nun

mufl F' 1 G; adaptiert werden.

e Finde F; € Irr(Gi_1, Ti—1) mit Fj, ~ F9 fiir k=0,...,p; — 1.

e Berechne X, € Int(F9 , F},) \ {0} and setze X := @zi:_ol X.

ist ein Wort in
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e Definiere D(g;) := X Y(F 1 G;)(9:) X.
e Definiere D(g;) := ii;ol Fi(g;) fir j =0,...,4 — 1 (Daten schon bekannt aus
Schritt 4 — 1) und erhalte eine T;-angepafite Darstellung D.

Ausgabe: Eine Transversale von irreduziblen T-angepafiten Darstellungen Irr(G, T'), wobei
jedes D € Irr(G, T') durch die Matrizen D(g1),...,D(gn) gegeben ist.

Weitere Einzelheiten und die Verifikation des Algorithmus findet man in [15].

2.5 Diinn besetzte Matrizen und Darstellungen

Wir bendtigen im folgenden einige grundlegende Komplexitdtsschranken hinsichtlich diinn
besetzter Matrizen und Darstellungen. Eine Permutation o € S, := Sym({1,...,r}) werde
dabei mit der Permutationsmatrix P, identifiziert, die nach Definition in der i-ten Spalte,
1 <4 < r, genau einen von Null verschiedenen Eintrag mit Wert 1 an der o(i)-ten Position
hat. Sei K ein beliebiger Kérper und d = f - r mit f,d,r € N. Eine Matrix M heif}t nach
Definition f-blockmonomial genau dann, wenn

Joe€ S5, 3A,..., A eGL(f,K): M = (e ®1dy)- (A1 ®...® A,).

Eine Darstellung D von G heifit f-blockmonomial, falls D(g) eine f-blockmonomiale Matrix
fiir jedes g € G ist. In diesem Abschnitt sei eine Operation entweder eine Multiplikation, Ad-
dition, Subtraktion oder Inversion in K und alle Matrizen seien invertierbare d x d-Matrizen
iiber K. Standardalgorithmen zur Multiplikation und Inversion von Matrizen benétigen O(d?)
Operationen iiber K (asymptotisch effizientere Algorithmen zur Matrixmultiplikation wie z. B.
Strassens Algorithmus [59] werden im folgenden nicht beriicksichtigt). Falls f ein Teiler von
d ist und alle Matrizen f-blockmonomial sind, kénnen die Multiplikation und Inversion der-
artiger Matrizen offensichtlich mit

d
o) (?P) =0(d-f?). (2.10)
Operationen durchgefiihrt werden. Multiplikation einer f-blockmonomialen Matrix mit einer
vollen Matrix benotigt
d2

0 (FP) =0 (d*f) (2.11)
Operationen. Der Fall f = 1 ist fiir uns von besonderem Interesse. Abkiirzend bezeichnen wir
eine 1-blockmonomiale Matrix auch als monomiale Matriz und analog eine 1-blockmonomiale
Darstellung als monomiale Darstellung. Eine monomiale invertierbare Matrix M € K?*¢ kann

in der Form
M = r - diag(cy,...,cq) (2.12)

mit einer Permutation © € S; und von Null verschiedenen Koeffizienten c1, ..., ¢q geschrieben
werden. Multiplikation und Inversion sind dann linear in der Dimension d. Unter dem m-ten
Eintrag, 1 < m < d, der monomialen Matrix M verstehen wir im folgenden den Koeffizienten

Cm -



16 KAPITEL 2. GRUNDLAGEN

Beim Rechnen mit Darstellungen ergeben sich dhnliche Komplexitdtsschranken. Seien im
folgenden die Bezeichnungen wie in Abschnitt 2.3. In Bezug auf eine pc-Présentation wird eine
Darstellung D vom Grad d von G vollstindig beschrieben durch die darstellenden Matrizen
D(g1),...,D(gn) auf den Erzeugern. Fiir jedes ¢ € G in Normalform kann mit Hilfe der
bindren Methode das Produkt D(g) = D(g,)® -...- D(g1)°" mit

O(d® log(|GI)) (2.13)

arithmetischen Operationen berechnet werden. In dieser Arbeit bezeichne dabei log immer
den Logarithmus zur Basis 2. Im Falle von f-blockmonomialen Darstellungen reduziert sich
dieser Aufwand nach (2.10) zu

O(d - f*log(|G|)). (2.14)

Abschlieflend stellen wir noch ein paar einfache Abschétzungen zusammen, die im folgenden
hilfreich sein werden. Sei G eine endliche Gruppe, CG ~ eaﬁ;:lcdk *dk Dann gilt

h
> di =G (2.15)
k=1
und )
d := max(dy,...,dy) <|G|2. (2.16)
Fiir beliebige reelle Zahlen r > 2 gilt damit

h h
d'(G):=> di <d*> d; <|G|:. (2.17)
k=1 k=1

Weiterhin sei d'(G) := S0 dy.



Kapitel 3

DFT-Generierung iiberauflésbarer
Gruppen

Fiir endliche tiberauflésbare Gruppen G wurde von Baum und Clausen in [4] ein Algorithmus
zur DFT-Generierung angegeben, der nur O(|G|log? |G|) rein symbolische Operationen iiber
der additiven Gruppe Z, := 7 /eZ benétigt, wobei e den Exponenten der Gruppe bezeichnet.
Im Rahmen der vorliegenden Dissertation konnte dieser Algorithmus erstmals in ein auf dem
Computer lauffahiges Programm umgesetzt werden, so dafl nun die irreduziblen Darstellun-
gen in Form von Matrixdarstellungen konkret ausgerechnet werden kénnen. In diesem Kapitel
fassen wir in Abschnitt 3.1 die Hauptideen des Baum-Clausen-Algorithmus zusammen. Fiir
die Implementierung wurde eine Datenstruktur entworfen, die fiir die DFT-Daten einen Spei-
cherplatz benotigt, der maximal linear in der Gruppenordnung |G| ist (sieche Abschnitt 3.2).
Dabei wurde erreicht, daff auch wihrend der Laufzeit des Algorithmus der bend6tigte Speicher-
platz diese obere Schranke nicht {ibersteigt. Zur Illustration der Theorie sind in Abschnitt 3.3
einige Beispiele angegeben. Die Implementierung wurde hinsichtlich ihres Laufzeitverhaltens
ausfiihrlich analysiert und getestet. Teile der Ergebnisse werden in Abschnitt 3.4 zusam-
mengefafit und diskutiert. Wir schliefen das Kapitel mit einem Ausblick auf weiterfithrende
Fragestellungen in Abschnitt 3.5 ab.

3.1 Baum-Clausen-Algorithmus

In diesem Abschnitt fassen wir die wichtigsten Eigenschaften des Baum-Clausen-Algorithmus
zusammen, der eine monomiale DFT einer iiberauflésbaren pc-prisentierten endlichen Gruppe
G mit O(|G|log? |G|) Operationen konstruiert. Im folgenden bezeichnen wir diesen Algorith-
mus auch einfach als BC-Algorithmus. Fiir eine ausfiihrliche Darstellung und eine Analyse
des Algorithmus verweisen wir auf [4].

Die Effizienz des BC-Algorithmus beruht auf der Tatsache, daf} jede endliche iiberauflésbare
Gruppe G eine monomiale DFT besitzt. Es gibt also eine DFT D = @ZZIDk, so daf jede
irreduzible Darstellung Dy monomial ist. Sei T = (G = G, > Gp_1 > ... > Gy = {1}) eine
Hauptreihe von G. Dann kann man zeigen, dafl jede T-adaptierte DFT automatisch monomial
ist [2, 12, 16].

17
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Es gilt sogar noch mehr: Es bezeichne e den Exponenten von G. Dann besitzt G eine e-
monomiale DFT D, d. h. alle nicht-trivialen Eintrige von D(g), g € G, sind e-te Einheitswur-
zeln. Obwohl die irreduziblen Darstellungen iiber dem Koérper C berechnet werden, kommt
man bei der Konstruktion einer e-monomialen DFT mit Ganzzahl-Arithmetik aus. Mit ande-
ren Worten, es entstehen keine numerischen Probleme, da die Gleitkomma-Arithmetik nicht
benétigt wird. Der tiefere Grund hierfiir ist, dal der Algorithmus nur e-monomiale Matrizen
verarbeitet und sich die Matrixmanipulationen auf Matrixmultiplikationen und Matrixin-
versionen beschrinken. Daher kann in der additiven Gruppe Z. gerechnet werden, welche
isomorph zur Gruppe der e-ten Einheitswurzeln in C ist. (Man kann zeigen, daf§ der BC-Al-
gorithmus iiber jedem Korper K arbeitet, der eine primitive e-te Einheitswurzel enthilt. Wir
betrachten aber im folgenden nur den Fall K = C. Siehe Abschnitt 3.5.1.)

Der BC-Algorithmus basiert auf dem Theorem von Clifford und verfihrt nach dem in Ab-
schnitt 2.4 beschriebenen iterativen Verfahren, das wir im folgenden auch als Hauptrou-
tine bezeichnen. In Schritt ¢ wird dabei Irr(G;,7;) und der T;-Charaktergraph zu G; aus
Irr(Gi—1,Ti—1) und dem 7;_;-Charaktergraphen von G;_1, die aus Schritt s — 1 bekannt sind,
berechnet. Hierbei werden zusétzlich die folgenden Daten bendétigt:

(1) Die durch Konjugation definierte g;-Operation auf Irr(G;_1,T;—1), die in Form einer
Permutation ;1 von Irr(G;—1,7;—1) mit F9 ~ m; «F, F € Irr(G;—1,T;—1), gegeben
ist.

(2) Die zugehérigen Verkettungsmatrizen Xp € Int(F9, ;1 F), F € Irr(G;—1, Ti—1).

Bis auf die Konstruktion der Daten (1) und (2) sind alle weiteren Konstruktionsschritte
schon in der in Abschnitt 2.4 beschriebenen Hauptroutine angegeben. Der entscheidende Trick
besteht nun darin, daf} fiir {iberauflésbare Gruppen sowohl die g;-Operation als auch die
Verkettungsmatrizen ebenfalls iterativ entlang der Hauptreihe konstruiert werden konnen.
Der Grund hierfiir liegt darin, dafl im iiberauflésbaren Fall die Gruppen G,,,, m = 1,...,i—1,
normal in G und damit auch in G; sind, so daf§ der Erzeuger g; durch Konjugation auf
Irr (G, Trn) fiir m = 1,...,i — 1 operiert. (Dies ist fiir auflésbare Gruppen im allgemeinen
falsch!) Dariiber hinaus folgt aus dieser iterativen Konstruktion, die wir im folgenden auch
als Unterroutine bezeichnen, dafy die Verkettungsmatrizen e-monomial sind.

Unterroutine: Iterative Konstruktion von m;_; und Xp

Nach Induktionsvoraussetzung der Hauptroutine sind sowohl Irr(G,,, Ty,) fir m =0,...,i—1
als auch der 7;_;-Charaktergraph von G;_; bekannt. Die g;-Operation auf Irr(Gg, 7p) ist
trivial und die zugehorige 1-dimensionale Verkettungsmatrix ist die Identitéit. Als Indukti-
onsvoraussetzung der Unterroutine nehmen wir an, daf§ die g;-Operation auf Irr(Gp,—1, Trn—1)
fir 0 < m < i in Form der Permutation 7;y,—1 von Irr(Gp—1, Trn—1) und die zugehdrigen
Verkettungsmatrizen Xp € Int(F9%, m; , 1 F), F € Irr(Gy,—1, Trn—1), bekannt sind. Mit dieser
Notation gilt 7; ;1 = m;_1. Im folgenden Schritt ist nun die Permutation m; ,,, von Irr(G,,, Tpn)
zu bestimmen. Wir fixieren ein F' € Irr(Gy,—1, Trn—1). Dann miissen in Schritt m (analog zur
Hauptroutine) zwei Fille unterschieden werden:
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Fall 1. F' ~ F9". In diesem Fall hat F' genau p = p, Erweiterungen Dy,...,D,_1 €
Irr (G, Trn), die wegen der Induktionsvoraussetzung der Hauptroutine bekannt sind. Da
Dy, 0 <k < p, eine Erweiterung von F ist, folgt leicht, daf} m; ,, D, eine Erweiterung
von 7; y,—1F sein mufl. Seien Ay, ..., A,_; die Erweiterungen von 7; ,,—1F. Dann kann
man zeigen, dafl Xp, := X fiir alle k gesetzt werden muf und 7; , ({ Do, ..., Dp—1}) =
{Ao, ..., Ap_1} gilt. Mit Hilfe der Xp, kann dann m;,, bestimmt werden (siehe [4]).

Fall 2. F 4 F9. In diesem Fall induziert F' eine Darstellung D € Irr(G,,, Trn) und m; (D)
kann unmittelbar angegeben werden: Es ist die eindeutig bestimmte Darstellung A €
Irr(Gy, Tr), deren Einschrankung A | Gy, die Darstellung m; , 1 F' enthélt. (Diese
Information kann vom 7;_;i-Charaktergraph abgelesen werden.) Wir wollen hier nicht
auf die Konstruktion von X eingehen, sondern verweisen auf [4].

Eine Analyse des BC-Algorithmus fiihrt zu folgendem Ergebnis:

Satz 3.1.1 (Baum, Clausen, [4]) Eine Transversale Irr(G,T) von irreduziblen e-mono-
mialen Darstellungen einer tberauflésbaren Gruppe G tber C kann in

O(/G|log?|G1)
Operationen' aus der pc-Prisentation von G berechnet werden. Dabei ist eine Operation eine
Addition oder Subtraktion in Z,.

Wir beschlieflen diesen Abschnitt mit den folgenden wichtigen Bemerkungen zum BC-Algo-
rithmus:

(1) Die durch die O-Notation unterdriickte Konstante in der Abschétzung von Satz 3.1.1
ist klein (< 20), so daf} diese Schranke auch fiir kleine Gruppen aussagekriftig ist.

(2) Die pc-Prisentation von G enthilt bereits alle Informationen beziiglich der Gruppe,
die der BC-Algorithmus benétigt, so dafl keine Gruppenoperationen ausgefithrt werden
miissen.

(3) Der BC-Algorithmus ist in folgendem Sinne im wesentlichen optimal: Wir werden in
Abschnitt 3.2 sehen, dafl bei einer geeigneten Datenstruktur die Linge der Ausgabe-
daten des BC-Algorithmus proportional zur Gruppenordnung |G| ist. Damit ist die
Laufzeit des BC-Algorithmus bis auf logarithmische Faktoren proportional zur Linge
der Ausgabedaten und kann in diesem Sinne als im wesentlichen optimal bezeichnet
werden.

(4) Im Unterschied zur Originalversion in [4] wird in unserer Version der BC-Algorithmus in
Teilen reorganisiert. Dadurch wird sichergestellt, dafl der bendtigte Speicherplatzbedarf
auch wihrend der Laufzeit im ,worst case“ maximal linear in der Gruppenordnung |G|
ist. Diese Reorganisation hat keine Auswirkungen auf die Laufzeit.

'Bei der ITmplementierung dieses Algorithmus haben wir einen kleinen Fehler in der Komplexititsanalyse
in [4] entdeckt, der zu einem zusétzlichen Faktor log(|G|) und damit zur hier angegebenen Abschitzung fiihrt.
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(5) Die Kenntnis des Exponenten e ist fiir den BC-Algorithmus nicht notwendig. Die fiir
die Matrixeintrége der e-monomialen Darstellungen minimal notwendige Ordnung der
primitiven Einheitswurzel wird wihrend der Laufzeit bestimmt: Angefangen mit e = 1
wird e um den Faktor p; vergrofert, falls im i-ten Schritt der ,bottom-up“-Konstruktion
eine p;-te Wurzel nicht berechnet werden kann. Wir verweisen auf Abschnitt 3.5.2 fiir
eine weitere Diskussion.

3.2 DFT-Datenstruktur

Bei iiberauflosbaren Gruppen lassen sich die Ausgabedaten durch eine kompakte Datenstruk-
tur realisieren, da wir es in diesem Fall nicht mit vollen Matrizen, sondern mit e-monomialen
Matrizen zu tun haben. Da sich jede e-monomiale Matrix M € C¥N*V in der Form

M = 7 - diag(w™, ..., w") (3.1)
schreiben 148t mit einer Permutation w € Sy und nicht-trivialen Koeffizienten w®', ..., w",
ben6tigt man nur die 2N ganzen Zahlen 7(1),...,7(N) und ay,...,ay, um M zu speichern.

Im folgenden wollen wir die fiir reale Anwendungen unserer Algorithmen vollkommen aus-
reichende Annahme machen, dafl ganze Zahlen durch ein 32-Bit-Wort reprisentiert werden
kénnen. Dariiber hinaus bendtigt man fiir Zeiger ebenfalls ein 32-Bit-Wort. In der folgen-
den Diskussion ist der Speicherplatzbedarf also in 32-Bit-Wortern angegeben (siehe auch
Abschnitt 3.4).

Der BC-Algorithmus berechnet Irr(G, T), wobei jede Darstellung D € Trr(G,T) durch die
darstellenden e-monomialen Matrizen D(g1), ..., D(g,) auf den Erzeugern der pc-prisentier-
ten Gruppe G gegeben ist. Speichert man diese Matrizen direkt ab, so ergibt sich mit (3.1)
der Speicherbedarf von

(2.17)
2n Y deg(D) =2nd"(G) < 2nd*(G) < 2log(|G))|G. (3.2)
Delrr(G,T)

Die obere Schranke 2log(|/G|)|G| kann im schlimmsten Fall erreicht werden, was in der Praxis
zu Speicherplatzproblemen fithrt. Wir geben eine Datenstruktur an, im folgenden auch als
DFT-Datenstruktur bezeichnet, bei der garantiert ist, dal der maximale Speicherplatzbedarf
linear in der Gruppenordnung |G| ist. Als Grundgeriist fiir die DFT-Datenstruktur dient der
T-Charaktergraph von G. Jeder Knoten des Graphen entspricht eineindeutig einer Darstellung
D € TIrr(G;, T;) fiir ein i, 0 < i < n. Daher sprechen wir im folgenden nicht nur von der
Darstellung D, sondern auch vom Knoten D. Zu jedem Knoten assoziieren wir die folgenden
Daten:

e Die e-monomiale Matrix D(g;) in Form von 2deg(D) ganzen Zahlen.

e Einen Zeiger vom Knoten D zum Knoten F, falls F' € Irr(G;—1, Ti—1) in D|G;_1 vor-
kommt, also (D|F) =1 gilt.

Die Darstellung D € Irr(G;, 7;) ist iterativ entweder durch Erweiterung oder durch Induktion
einer Darstellung F' € Irr(G;_1, 7;—1) entstanden. Damit hat das Datenformat lokal um D die
folgende Form mit p = p;:
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Fal 1 Fal 2
D(9:)=Do(g) D49 Dy4(9) D(g)

F(g.) F(g.1) TGF(g;.) 1 'F(g.0)

Die Bezeichnungen sind dabei wie in Abschnitt 2.4. Im Fall 1 gilt zudem Dy (g;) = x*(g;) -
D(gi), so daB anstelle der p Matrizen D(g;) = Do(gi), ..., Dp—1(gi) nur die Matrix D(g;) und
p — 1 ganze Zahlen fiir die Exponenten der Einheitswurzeln x*(g;), 1 < k < p, abgespeichert
werden miissen. Wir verweisen auf Abschnitt 3.3 fiir Beispiele zum Datenformat. Fiir den
Speicherplatz gilt die folgende Abschétzung:

Lemma 3.2.1 Die DFT-Datenstruktur bendtigt Speicherplatz fir mazimal 12|G| Zeiger oder
ganze Zahlen (32-Bit-Wartern) und ist somit auch im schlimmsten Fall linear in der Grup-
penordnung.

Beweis: Es sei h; die Anzahl der Konjugationsklassen von G;. Dann gilt h; = |Irr(Gy, T;)/,
und es gelten die offensichtlichen Abschitzungen

hz‘ S Di- hz‘_l und hz‘ S |Gz‘ (3.3)

Weiterhin sei &; C Irr(G;, 7;) die Menge der Darstellungen auf Stufe ¢, die durch Erweiterun-
gen entstanden sind (Fall 1), und Z; = Irr(G;, T;) \ & die Menge der Darstellungen, die durch
Induktion entstanden sind (Fall 2), also |&;| + |Z;| = h;. Fiir die Anzahl P(i) an Zeigern, die
den Kanten des Charaktergraphen zwischen Stufe ¢ und Stufe ¢ — 1 entsprechen, gilt dann
mit |&;| = p; - (hi—1 — p; - |Z4]):

P(i) = |&| +pi-|Til <pi-hi-1 <pi-Gio1 <|Gil. (3.4)

Fiir die Anzahl an ganzen Zahlen M (7), die fiir die Matrixdaten D(g;) und die Einheitswurzeln
x"(g;) benétigt werden, gilt

1
M@E) < 2-— ) deg(D)+|&|+2- ) deg(D)
Pi pee, DET;
< 2-dYGy) + by < 2-d*(Gy) + b (3.5)
(2.17)
< 3]Gyl

Der Speicherbedarf Z (i) auf Stufe i, der fiir Zusatzdaten (Zeiger auf die Matrizen D(g;) und
Flags) bendtigt wird, kann abgeschitzt werden durch

2() <2 hi <2 |Gy, (3.6)
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Zusammen mit |G;| < 2/7"|G,| kann damit der Speicherbedarf SB fiir die Datenstruktur
folgendermaflen abgeschitzt werden:

SB<Z i)+ Z(i) <6 |G| <12-|Gyl.
=1
O

Die Abschétzungen sind im allgemeinen sehr grob. Aus (3.4), (3.5) und (3.6) folgt insbesondere
die Abschétzung

SB <Y (pi-hici+3-h +2-d'(Gy)). (3.7)

Der Speicherbedarf hiingt also von den Gréfien h; und d'(G;) ab. Hat man also viele Induk-
tionen, so sind h; und d*(G;) klein im Verhéltnis zu |G;| und der Speicherbedarf ist wesentlich
geringer als die angegebene obere Schranke in Lemma 3.2.1. Der Speicherplatzbedarf hingt
insbesondere von der Anzahl der Knoten k := > I jh; im Charaktergraph von G ab. Es
sei angemerkt, dafl diese Zahl keine Gruppeninvariante der Gruppe G ist, sondern von der
gewihlten pc-Prisentation und der zugehorigen Hauptreihe 7 abhingt. Mit anderen Wor-
ten, die Wahl der pc-Priisentation fiir G hat einen entscheidenden Einflufl auf die Gréfle der
DFT-Datenstruktur. Wir geben ein kleines Beispiel, um diesen Sachverhalt zu illustrieren. Sei
G = (5 x (5 das Produkt von zyklischen Gruppen. Dann besitzt G offensichtlich die beiden
pc-Prisentationen

G~{(g.02]gi=1,95=1) und G=~{g,g|gi =19 =1) (3.8)

mit jeweils trivialen Kommutatorrelationen [gq, go] = 1. Wiahrend fiir die erste pc-Présenta-
tion k = 16 gilt, hat man fiir die zweite den Wert x = 13 (siehe Abbildung 3.1). In diesem
Zusammenhang sei auch auf die Gruppen G = Liby4100(13) und G = Libgg100(21) aus Ab-
schnitt 3.4.3 verwiesen.

K=16 K=13

R

Abbildung 3.1: Charaktergraphen der zwei pc-Présentationen (3.8) von G = Cy x Cs.

Abschlieflend sei bemerkt, dafi die darstellenden Matrizen D(g;), D € Irr(G,T), fiir alle
Erzeuger g;, 1 < i < n, aufgrund der T-Adaptivitit aus der Datenstruktur ablesbar sind.
Auflerdem eignet sich diese Datenstruktur sehr gut fiir eine schnelle Auswertung (FFT) der
DFT, wie wir in Kapitel 5 sehen werden.

3.3 Beispiele

In diesem Abschnitt behandeln wir zwei einfache Beispiele: Die symmetrische Gruppe S3 und
den klassischen Fall der zyklischen Gruppe Cy». Im folgenden bezeichne D;j, 0 < ¢ < n,
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0 < k < h;, die k-te Darstellung von Irr(G;, T;), wobei D;o immer die triviale Darstellung
sei und im Erweiterungsfall die p; Erweiterungen hintereinander durchnumeriert seien. In
den angegebenen pc-Prisentationen sind die trivialen Kommutatorrelationen nicht explizit
aufgefiihrt.

3.3.1 Symmetrische Gruppe S;

Die symmetrische Gruppe S3 der Ordnung 6 hat die pc-Présentation

Ss~{(g1,921 9} = 1,95 = 1,[g1,92] = 1), (3.9)

wobei (123) — g1 und (12) — gy eine mogliche Isomorphie definiert. Diese pc-Prisentation
definiert die Hauptreihe

T=(G=G2=53DG1=A3I>G0=51).

Der Charaktergraph und die Ausgabedaten des BC-Algorithmus in der DFT-Datenstruktur
sind in Abbildung 3.2 dargestellt. Der Exponent von S3 ist e = 6. Die Ziffern an den Knoten
sind die Exponenten, in die die fest gewihlte primitive e-te Einheitswurzel w erhoben wird.

/_7D2,o(92)‘; Dz,z(gz)ﬁ

R ‘., ‘o
\ /Dlo(gl)‘/ \
0® e, ey,
% i /

Abbildung 3.2: DFT-Datenstruktur und 7-Charaktergraph der Ss.

Die Darstellungen der S5 sind durch die darstellenden Matrizen auf den Erzeugern g; und
g2 gegeben. Diese lassen sich aufgrund der T-Adaptivitdt unmittelbar aus der Datenstruktur
ablesen:

Djy0(91) = D1,o(g1)

]-7 D2,0(92) = ]-7
Ds1(g1) = Dio(g1) =1

; Ds1(g2) = w® - Dag(g2) = w?,

Ds2(g1) = D1,1(91) @ D1,2(g1)

_ [ “[’)2 34 ] , Daa(gs) = [ (1) (1) ] . (3.10)

Der Wedderburn-Isomorphismus nimmt damit qualitativ die folgende Gestalt an:
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3.3.2 Zyklische Gruppe Cs

Die zyklische Gruppe Con, n € N, der Ordnung 2" hat die pc-Prisentation

Con ~ (g1, s 0n |Gt = 1,05 =1, 90 = Gn_1). (3.11)

Damit hat der Erzeuger g,, die Ordnung 2" und erzeugt die gesamte Gruppe. In der zugehori-
gen Hauptreihe haben alle Hauptfaktoren die Ordnung 2. Der Charaktergraph von Chn, in
Abbildung 3.3 fiir den Fall n = 3 dargestellt, ist ein vollstindiger Bindrbaum (wie allge-
mein fiir jede abelsche 2-Gruppe). In diesem Beispiel ist u.a. Dy 2(g2) eine primitive 4-te
Einheitswurzel und D3 4(g3) eine primitive 8-te Einheitswurzel.

ﬂDa,o(gg)‘ D32(93) D34(93) P D16(9;) .
0® e, 0® e,

= D2o(g,) < \ / \ / D22(g,) ~

\ e TN /
\ /

Doo(D=1=—+

Abbildung 3.3: DFT-Datenstruktur und 7-Charaktergraph der Cs.

Die Darstellungen D; ; sind, wie bei allen abelschen Gruppen, 1-dimensional und im Fall der
zyklischen Gruppe Cy» eindeutig durch den Wert D; ;(g;) € C bestimmt. Es sei

Bi[0:20 —1] — [0:2° —1] (3.12)

die Permutation, die einer Zahl k € [0 : 2/ — 1] mit Binérdarstellung (b; 1 ...b1bg) € {0,1}" die
Zahl mit der Bindrdarstellung (bgb; ...b;—1) zuordnet. Aus dem BC-Algorithmus folgt dann
induktiv _

Diyg: gi — W BiR) (3.13)

fir 1 <i<mn,1<k<2 —1 und einer primitiven 2”-ten Einheitswurzel w. Die Darstellung
D;_1 hat hierbei die zwei Erweiterungen D; o, und D; 954 1.

Wir wollen abschlielend bemerken, dafl abelsche Gruppen im Hinblick auf den Speicherplatz-
bedarf der DFT-Datenstruktur (siehe (3 7)) und auf die Laufzeit des BC-Algorithmus den
,worst case* darstellen, bei dem h; = d*(G;) = |G} gilt.

3.4 Implementierung

Der BC-Algorithmus wurde in der Programmiersprache C/C++ implementiert. Es wurden
zahlreiche Tests zur Bestimmung des tatséchlichen Speicherplatzbedarfs und der konkreten
Laufzeiten der Implementierung durchgefithrt. Einige der Ergebnisse sind in Abschnitt 3.4.3
zusammengefafit. Fiir die Tests wurden als Eingabedaten des BC-Algorithmus pc-Prisen-
tationen iiberauflosbarer Gruppen benétigt. Es wurde daher ein ganze Bibliothek solcher
Prisentationen erzeugt, die wir in Abschnitt 3.4.1 beschreiben. In den Abschnitten 3.4.2 und
3.4.4 werden weitere technische Details bzw. Testalgorithmen fiir die Ergebnisse der Imple-
mentierung diskutiert.
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3.4.1 Bibliothek von pc-Prisentationen

Die Eingabe des BC-Algorithmus besteht aus konsistenten pc-Présentationen von endlichen
itberauflésbaren Gruppen. Um geniigend Eingabedaten fiir die Experimente mit der Imple-
mentierung des BC-Algorithmus zu erhalten, wurden mit Hilfe des Computeralgebra-Systems
GAP (Groups, Algorithms and Programming, siehe [31]) durch sukzessive zyklische Erweite-
rungen solche konsistenten pc-Préisentationen fiir {iberauflésbare und auch auflésbare Grup-
pen erzeugt. Im folgenden fassen wir kurz das Konstruktionsprinzip zusammen und verweisen
fiir Einzelheiten auf Kapitel I, §14 von [35].

Sei G eine Gruppe mit normaler Untergruppe N vom Primindex p =[G : N] und g € G\ N,
so dal gN ein Erzeuger der zyklische Gruppe G/N ist. Wegen der Normalitit von N in G
definiert g durch Konjugation einen Automorphismus oy : N = N, h — h9 := g 'hg. Ist
speziell h := gP € N, dann folgt leicht

(i) (k) = h? = h,

(ii) (ag)? = inny, wobei inn, den inneren Automorphismus von N bezeichne, der durch
Konjugation mit h induziert wird.

Diese Eigenschaften sind auch hinreichend fiir die Erweiterung einer Gruppe. Sei also p eine
Primzahl, N eine Gruppe, h € N und o € Aut(N) mit den Eigenschaften

(i) a(h) = h,

(ii) ()P = inny,.

Dann erhilt man eine Gruppenerweiterung durch Hinzunahme eines Elements g mit den
Relationen gP := h und g~'hg := a(h).

G := Ext(N,p,h,a) == (g,N | ¢* = h, g 'hg = a(h))

definiert eine Gruppe der Ordnung p x |N|, und N ist normal in G. Elemente h € N und
a € Aut(N) mit den Eigenschaften (i) und (ii) bezeichnen wir im folgenden auch als zuldssige
Paare (h, a).

Mit Hilfe dieser Vorgehensweise konnen konsistente pc-Prisentationen endlicher auflsbarer
Gruppen sukzessive in einer ,,bottom-up“-Konstruktion erzeugt werden. Hierzu miissen im Er-
weiterungsschritt die Automorphismengruppe von N berechnet und dann zuléssige Elemente
h € N und o € Aut(N) ausgewéhlt werden. Dieses Verfahren wurde in GAP implementiert,
und durch randomisierte Auswahl von zuléssigen Paaren (h, @) wurden in jedem Erweiterungs-
schritt pc-Prisentationen auflésbarer Gruppen erzeugt. Aus diesen wurden dann diejenigen
pc-Prisentationen ausgewihlt, die iiberauflosbare Gruppen definieren.

Auf diese Weise wurden iiber 1000 konsistente pc-Préisentationen erzeugt, die iiberauflosba-
re Gruppen unterschiedlichster Ordnung zwischen 10% und 107 definieren. Zusitzlich konn-
te auf eine GAP-Bibliothek zuriickgegriffen werden, die aus Prisentationen fiir Vertreter
aller Isomorphieklassen von Gruppen bis zur Ordnung 511 besteht (siehe auch [6]). Mit
Hilfe dieser Prisentationen wurden fiir die tiberauflésbaren Gruppen bis zur Ordnung 511
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konsistente pc-Préasentationen berechnet. Damit stehen z. B. 2328 konsistente pc-Préisentatio-
nen, die paarweise nicht-isomorphe 2-Gruppen der Ordnung 128 definieren, und analog 56092
pc-Préisentationen fiir Gruppen der Ordnung 256 zur Verfiigung. Auf diese Weise wurde eine
grofle Bibliothek von konsistenten pc-Prisentationen iiberauflésbarer Gruppen aufgebaut.

Im folgenden bezeichnen wir diese durch die pc-Prisentationen definierten Gruppen mit G =
Liby(k), wobei N die Gruppengrofie angibt und & die Nummer der Gruppe unter allen in
der Bibliothek befindlichen Gruppen derselben Gruppenordnung N. Die Numerierung der
Gruppen dient dabei nur zur Identifikation der Gruppen und hat keine tiefere Bedeutung.

3.4.2 Technische Details

Der BC-Algorithmus wurde in der Programmiersprache C/C++ implementiert. Die Tests
wurden auf einem Intel Pentium IIT, 700 MHz mit 128 MByte Hauptspeicher, durchgefiihrt.

Wie schon erwihnt, wird beim BC-Algorithmus keine Korperarithmetik benotigt, sondern alle
Manipulationen mit Matrixkoeffizienten sind Additionen oder Subtraktionen in der additiven
Gruppe Z.. Da der Exponent e durch die Gruppenordnung |G| abgeschitzt werden kann,
bleiben alle Zwischenergebnisse, die bei Addition modulo e entstehen, unter der Schranke
2|G|. Ebenso sind die ganzen Zahlen, die die Permutationen der darstellenden e-monomialen
Matrizen beschreiben, sowie alle weiteren im BC-Algorithmus auftauchenden ganzen Zahlen
und Zwischenergebnisse betragsméfig durch 2|G| beschrinkt. Bei unserer Implementierung
des BC-Algorithmus wurde angenommen, daf} alle ganzen Zahlen und Zeiger durch ein 32-Bit-
Wort darstellbar sind. Damit kann also unsere Implementierung bis zu einer Gruppenordnung
von |G| < 230 ~ 10° eingesetzt werden, ohne daB es zu einem Uberlauf bei den 32-Bit-Wortern
kommt.

Da der Speicherbedarf der DFT-Datenstruktur nach Lemma 3.2.1 durch 12|G| 32-Bit-Worter
abgeschitzt werden kann, ist bei einer Hauptspeicherkapazitit von 128 MByte mit problem-
losem Rechnen bis mindestens zu einer Gruppengrofie von |G| = 107 zu rechnen. Dies wurde
auch durch unsere Experimente bestétigt, wobei es erst ab Gruppen der Ordnung iiber diesem
Wert zu Auslagerungen auf die Festplatte kam.

3.4.3 Laufzeiten und Speicherplatzbedarf

Wie schon erwihnt stellt die angegebene Grofienordnung O(|G|log? |G|) aus Satz 3.1.1 eine
obere Schranke fiir die Laufzeit im ,,worst case“ dar. Fiir die meisten Gruppen, insbesondere
fiir nicht-abelsche Gruppen mit irreduziblen Darstellungen hohen Grades, ist das tatséchliche
Laufzeitverhalten wesentlich giinstiger. Theoretische Uberlegungen wie auch die folgenden
praktischen Ergebnisse zeigen, daf§ sich die Laufzeit des BC-Algorithmus (bis auf logarith-
mische Faktoren der Form log |G|) im wesentlichen linear in der Gréfie d'(G) verhilt, wobei
d' (@) als die Summe der Grade iiber die Darstellungen von Irr(G) definiert ist (siehe (2.17)).
Ahnliches 18t sich auch fiir den tatsichlichen Speicherplatzbedarf der DFT-Datenstruktur
sagen, fiir den in Lemma 3.2.1 eine ,worst case“-obere Schranke angegeben ist.

Die folgenden Tabellen zeigen die Laufzeiten und den Speicherplatzbedarf der Implemen-
tierung des BC-Algorithmus fiir einige iiberauflésbare Gruppen G der in Abschnitt 3.4.1
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beschriebenen Bibliothek. Wie iiblich bezeichne |G| die Gruppenordnung von G, n die Linge
der Kompositionsreihe und h die Anzahl der Konjugationsklassen. In der Spalte ,SB“ ist
der Speicherplatzbedarf in Byte fiir die DFT-Datenstruktur der jeweiligen Gruppe angege-
ben, wihrend man in der Spalte ,,t“ die Laufzeit in Millisekunden ablesen kann, die zur
Berechnung der DFT benétigt wurde. (Hierbei wurden fiir die Laufzeitbestimmung alle Be-
rechnungen zehnmal durchgefithrt und die durchschnittliche Laufzeit bestimmt.) Da sowohl
der Speicherplatzbedarf SB als auch die Laufzeit ¢ sich in etwa linear in d' (G) verhalten, wur-
den zur besseren Vergleichbarkeit von SB und ¢ fiir verschiedene Gruppen G die jeweiligen
Quotienten mit d'(G) berechnet.

Bei den Gruppen in Tabelle 3.1 handelt es sich um m-fache direkte Produkte der symmetri-
schen Gruppe S3 fiir m = 3,...,10. Natiirlich sind diese Gruppen von sehr einfacher Natur,
deren DFT sich unmittelbar als m-fache Tensorprodukte der DFT der S3 angeben lassen.
Dennoch liefern diese Gruppen ein reprisentatives Bild zum Speicherplatzbedarf und Lauf-
zeitverhalten der Implementierung des BC-Algorithmus, da diese nicht wesentlich von der
Komplexitéit der pc-Prisentation, sondern hauptséichlich von der Anzahl und dem Grad der
irreduziblen Darstellungen abhingen. Bei steigender Gruppengrofie explodieren weder der
Speicherplatzbedarf noch die Laufzeit, sondern beide Grofien verhalten sich in etwa linear in
|G| bzw. d'(G).

G Gl T n h | d(G) | SB (byte) | SB/A'(G) | ¢ (ms) | ¢/d(G)
S ) 216 | 6 27 64 4798 739 <1 0
(S5)* 1296 | 8 81 256 14476 56.5 2| 0.008
(S5)° 7776 | 10 | 243 1024 45704 44.6 18| 0.018
(S5)° 46656 | 12 | 720 | 4096 | 147516 36.0 74| 0018
(S5)7 | 279936 | 14 | 2187 | 16384 | 485656 20.6 | 270 | 0.017
(S5)® | 679616 | 16 | 16561 | 65536 | 1631084 24.9 | 1078 | 0.016
(S5)° | 10077696 | 18 | 19683 | 262144 | 5591592 21.3 | 4844 | 0.019
(S5)10 | 60466176 | 20 | 59049 | 1048576 | 19570204 18.7 | 22105 |  0.021

Tabelle 3.1: SB und Laufzeiten in Abhéngigkeit von der Gruppengrofe.

In Tabelle 3.2 wurde der Algorithmus fiir den elementaren Fall der zyklischen Gruppen von
Primzahlordnung getestet. Die Hauptreihen dieser Gruppen haben die Linge n = 1. Diese
Beispiele zeigen, daf sich der Speicherplatzbedarf und das Laufzeitverhalten fiir solche einfa-
chen Gruppen nicht von dem fiir komplexere Gruppen, wie z. B. die in den néichsten beiden
Tabellen aufgefithrten Gruppen, unterscheiden.

G ERE h | d(G) | SB (byte) | SB/d(G) | ¢ (ms) | {/d(G)
Cor o7 [ 1 97 97 3804 302 [ <1 0
Coor 997 | 1 997 | 997 36204 363 | <1 0
Coors 9973 | 1| 9973 | 9973 | 359340 36.0 13| 0.0013
Cossor | 99991 | 1| 99991 | 99991 | 3599988 36.0 | 104 | 0.0010
Cossoss | 999983 | 1| 999983 | 999983 | 35999700 36.0 | 848 | 0.0008

Tabelle 3.2: SB und Laufzeiten fiir zyklische Gruppen von Primzahlordnung.

Die Gruppen aus Tabelle 3.3 haben alle die Ordnung |G| = 44100, unterscheiden sich je-
doch wesentlich in der Anzahl der Konjugationsklassen und dem Grad ihrer irreduziblen
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Darstellungen. Die ersten beiden Gruppen sind abelsch und stellen sowohl hinsichtlich des
Speicherplatzbedarfs als auch hinsichtlich der Laufzeit ungiinstige Fille dar. Ist die Anzahl
der Konjugationsklassen im Verhéltnis zur Gruppengrofie klein, so nehmen der Speicherplatz-
bedarf und die Laufzeit drastisch ab.

Interessant ist auch ein Vergleich der Gruppen Libgg100(21) und Libgg100(13), die bei gleichem
h und d'(G) ein véllig unterschiedliches Speicherplatz- und Laufzeitverhalten aufweisen. Der
Grund hierfiir liegt darin, daf} sich trotz gleicher Anzahl h der Blétter im Charaktergraphen die
Anzahl k der Knoten der jeweiligen Charaktergraphen stark unterscheiden. So hat die Gruppe
Libg4100(13) den Wert & 15833, wihrend die Gruppe Libgg100(21) den Wert « = 45681
besitzt. Wie schon am Ende von Abschnitt 3.2 diskutiert und aus Formel (3.7) ersichtlich,
hingt der tatsichliche Speicherplatzbedarf von dieser Zahl k ab, die im Gegensatz zu h
keine Gruppeninvariante ist, sondern von der gewéhlten pc-Présentation und der zugehérigen
Hauptreihe abhingt. Ebenso hingt die Laufzeit von dieser Zahl x ab.

G |G| | n h | d*(G) | SB (byte) | SB/d(G) | t (ms) | t/d*(G)
Lib44100(6) 44100 | 8 | 44100 | 44100 2548088 57.8 244 0.0055
Libg4100(10) | 44100 | 8 | 44100 | 44100 2333176 52.9 189 0.0043
Libg4100(1) 44100 | 8 | 22050 | 29400 2780712 94.6 441 0.0150
Libg4100(20) | 44100 | 8 | 15750 | 25200 1048268 41.6 184 0.0073
Libg4100(21) | 44100 | 8 | 13230 | 23520 2430024 103.3 437 0.0186
Libg4100(13) | 44100 | 8 | 13230 | 23520 657932 28.0 73 0.0031
Libg4100(2) 44100 | 8 | 11025 | 19600 636716 32.5 102 0.0052
Libg4100(3) 44100 | 8 3750 | 10800 595336 55.1 138 0.0128
Libg4100(19) | 44100 | 8 3675 8400 226808 27.0 50 0.0060
Tabelle 3.3: SB und Laufzeiten bei fester Gruppengrifie aber variierendem h.

Zur Abrundung dieses Abschnitts ist in Tabelle 3.4 das Laufzeitverhalten unterschiedlich-
ster Gruppen dargestellt. Die relativ langsame Laufzeit bei der 2-Sylowgruppe Syl,(Sig) der
symmetrischen Gruppe Si¢ 188t sich mit dem vergleichsweise grofien Wert n = 15 der Lénge
der Hauptreihe begriinden. Das Vorliegen vieler kleiner Primteiler der Gruppenordnung wirkt
sich negativ auf das tatsichliche Laufzeitverhalten des BC-Algorithmus aus.

G ERE h | d'(G) | SB (byte) | SB/d'(G) | t (ms) | ¢/d(G)
Libyg24(1) 1024 | 10 175 288 23028 80.0 4 0.0139
Libajg7(1) 2187 7 155 351 22612 64.4 3 0.0086
Libzsg0(1) 7560 8 2295 4050 434272 107.0 111 0.0274
Librs60(54) 7560 8 945 2016 58084 28.8 10 0.0050
Libz776(1) 7776 | 10 333 1152 42936 37.3 15 0.0130
Lib15625(35) 15625 6 265 1225 32396 26.4 8 0.0065
Lib16000(1) 16000 | 10 424 2112 100408 47.5 67 0.0317
Libagagz(1) 22287 4 22287 22287 1304644 58.5 96 0.0043
Libsgg40(1) 23940 7 3990 6840 483464 70.7 116 0.0170
Syl,(Si6) 32768 | 15 230 2064 134760 65.3 144 0.0698
Libyag7s5(1) 42875 6 1595 4095 223812 54.7 35 0.0086
Lib179894(3) | 179894 5| 179894 | 179894 7441040 41.4 253 0.0014

Tabelle 3.4: SB und Laufzeiten fiir verschiedene Gruppen.
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3.4.4 Testalgorithmen zur Implementierung

Um die Ergebnisse der Implementierung des BC-Algorithmus zu verifizieren, wurden diese
weiteren Tests unterzogen. Auf diese Weise konnten Fehler in der Implementierung gefun-
den und behoben werden. Die jetzige Implementierung liefert (durch diese Testalgorithmen)
nachweisbar fiir alle pc-Préisentationen der Bibliothek korrekte Ausgabedaten. Im einzelnen
wurden die folgenden Tests durchgefiihrt:

(1) Jede Darstellung D € Irr(G, T) ist durch ihre darstellenden Matrizen D(g1), ..., D(gn)
gegeben, die auch die Ausgabedaten des BC-Algorithmus ausmachen. Diese Matri-
zen miissen dieselben Potenz- und Kommutatorrelationen erfiillen wie die Erzeuger
g1, ---,9n. Die durch die Implementierung berechneten darstellenden Matrizen wurden
im Hinblick auf diese Relationen getestet, so da} damit nachgewiesen wurde, daf} diese
tatséichlich Darstellungen von G definieren.

(2) Es gilt ZDelrr(G’T) deg(D)? = |G|. Diese Bedingung wurde fiir die Dimensionen der
darstellenden Matrizen iiberpriift.

(3) Nach dem Satz 2.2.1 (Wedderburn) ist @ perer(,7) D ein Isomorphismus von CG in eine
Algebra von Blockdiagonalmatrizen. Die direkte Summe der durch die Implementierung
berechneten Darstellungen wurde auf ihre Invertierbarkeit hin getestet. Hierzu wurden
die in Kapitel 5 beschriebenen schnellen Fouriertransformationen verwendet.

Man kann zeigen, daf} die in (1),(2) und (3) formulierten notwendigen Bedingungen fiir die
Richtigkeit der berechneten darstellenden Matrizen auch hinreichend sind. Aufgrund dieser
Tests konnte die Korrektheit der Implementierung des BC-Algorithmus auf der Testmenge
der pc-Prisentationen unserer Bibliothek nachgewiesen werden.

3.5 Zusammenfassung und Ausblick

3.5.1 Zerfallungskorper

In diesem Kapitel wurde der BC-Algorithmus besprochen, der fiir jede endliche iiberauflosba-
re pc-prasentierte Gruppe G eine Transversale an paarweise indquivalenten irreduziblen e-
monomialen Darstellungen von G iiber dem Koérper C berechnet. Wie schon in [15], S. 124,
angemerkt, ist es dabei nicht notwendig, iiber C zu arbeiten. Es sei e der Exponent von G.
Nach einem klassischen Resultat von Brauer ist jeder Korper K, der eine primitive e-te Ein-
heitswurzel enthilt, ein Zerfdllungskérper von G (d.h. der Gruppenring K[G] ist eine direkte
Summe von vollen Matrixringen iiber K, siehe [35], S.520 ff.). Die durch den BC-Algorith-
mus berechneten Exponenten in Z. kénnen dann als Exponenten dieser Einheitswurzel in
K aufgefafit werden. Damit ist der BC-Algorithmus eine universelle Konstruktion iiber allen
Korpern mit einer primitiven e-ten Einheitswurzel.
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3.5.2 Abhéingigkeiten von der Hauptreihe

Fiir die Komplexitit des BC-Algorithmus und den Speicherplatzbedarf der DFT-Datenstruk-
tur konnen mit O(|G|log? |G|) bzw. O(|G|) obere Schranken angegeben werden, die nur von
der Gruppenordnung, also einer Gruppeninvarianten, abhéingen. Diese oberen Schranken sind
im allgemeinen sehr grob und werden nur fiir abelsche Gruppen angenommen. Wie sich schon
mehrfach in diesem Kapitel angedeutet hat, hingt die Laufzeit und der Speicherplatzbe-
darf viel mehr von der Struktur des Charaktergraphen ab, der durch die Hauptreihe 7 be-
stimmt ist. Fiir eine feste Gruppe G gibt es im allgemeinen viele Méglichkeiten zur Wahl einer
Hauptreihe, die zu verschiedenen Charaktergraphen von G fithren kénnen. In Abbildung 3.1
sind z. B. zwei Charaktergraphen zu Cy x C5 angegeben, deren Knotenzahl x sich unterschei-
den. Es wire daher interessant, die folgenden Fragestellungen weiter zu untersuchen:

(1) Wie sieht ein geeignetes Komplexitatsmaf fiir eine Hauptreihe 7 aus? Dieses Komple-
xitdtsmaf sollte die Anzahl der Knoten s zum zugehérigen Charaktergraphen und die
Grade der zu diesen Knoten gehérigen Darstellungen beriicksichtigen.

(2) Es sollte eine Analyse des BC-Algorithmus und der DFT-Datenstruktur beziiglich
dieses Komplexitdtsmafles durchgefithrt werden. Obere Schranken bez. dieses Komple-
xitdtsmafes reflektieren wesentlich besser das tatsichliche Laufzeitverhalten.

(3) Folgende Fragestellung ist wesentlich schwieriger: Wie kann man fiir eine feste Gruppe G
eine Hauptreihe T finden, bei der die Anzahl der benétigten Operationen und der Spei-
cherplatzbedarf zur Berechnung der DF'T minimal unter allen méglichen Hauptreihen
von G sind?

Die Anzahl der Knoten x und die Grade der zugehorigen Darstellungen sind nicht der einzige
interessante Aspekt bei der Wahl der Hauptreihe. Die durch den BC-Algorithmus berech-
neten Matrixdarstellungen sind e-monomial, d. h. insbesondere sind alle Matrixeintrige e-te
Einheitswurzeln, wobei e den Exponenten der Gruppe G bezeichnet. Diese Aussage ist un-
abhéngig von der Wahl der Hauptreihe 7 von G. Im allgemeinen sind die Matrixeintréige sogar
f-te Einheitswurzeln, wobei f € N ein Teiler von e ist. Die kleinste solche Zahl f, fiir die
alle Eintrége der Matrixdarstellungen der DFT f-te Einheitswurzeln sind, ist von der Wahl
der Hauptreihe 7 abhéingig. Wir nennen diese Zahl im folgenden Ezponenten der Hauptreihe
7 und bezeichnen sie mit e(7). Es gilt also e(7)|e. Wie schon in (5) der abschliefenden
Bemerkung von Abschnitt 3.1 erwihnt wurde, wird die Zahl e(7) wihrend der Laufzeit des
BC-Algorithmus konstruiert. Aus der Konstruktion folgt e(7;) € {e(Ti-1),pi - e(7;)}. (Mit
den Bezeichnungen von [15], S. 119, gilt, dafi der zweite Fall genau dann eintritt, wenn die
Gleichung cPi - XPi = F(g?) iiber den e(7;_1)-ten Einheitswurzeln nicht 16sbar ist.)

Clausen und Baum geben fiir den Fall e # ¢(7) schon auf dem Titelbild ihres Buches [15]
folgendes Beispiel: Es bezeichne Dy die Diedergruppe der Ordnung 8, die als Symmetriegrup-
pe eines Quadrats durch die Spieglung S, die 90°-Drehung Dgg und die 180°-Drehung D;gg
erzeugt wird (siehe Abbildung 3.4). Auf der rechten Seite dieser Abbildung findet man den
Untergruppenverband der Dg, wobei Normalteiler den Quadraten und die iibrigen Unter-
gruppen den Kreisen entsprechen. Durch waagrechte Kanten verbundene Untergruppen sind
zueinander konjugiert.
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Abbildung 3.4: Diedergruppe D4 der Ordnung 8 mit Untergruppenverband.

Fiir Dy lassen sich die durch die folgenden pc-Préisentationen definierten Hauptreihen 77 und
T3 angeben:

T : (g1 = Diso, g2 = Dgo, g3 = S| gi =1, 95 = g2, 95 = 1, [g2, 93] = 1),
To (91 = Diso, 92 =S, 93 = Doy |91 =1, g5 = 1, 65 = g1, [92,93] = on).

Diese Hauptreihen definieren die in Abbildung 3.5 dargestellten Charaktergraphen, deren
Struktur iibereinstimmt. An den Knoten sind jeweils die Werte der eindimensionalen Dar-
stellungen an den entsprechenden Erzeugern dieser Stufe angegeben. Die zweidimensionalen
Darstellungen Dy bzw. Do, die beziiglich 7; bzw. Ty ausgerechnet wurden, sehen wie folgt
aus:

Dl(gl)Z[_(l) _(1)], D1(92)=[é 0]» D1(93)=[(1) (1)],

—1

Da(g1) = [

Abbildung 3.5: Charaktergraphen fiir die zwei Hauptreihen 77 und 75 von Dy.

Eine weitere interessante Fragestellung ist, wie fiir eine feste Gruppe G die Hauptreihe T
gefunden werden kann, deren Exponent e(7) minimal unter allen moglichen Hauptreihen
ist. Dies kann im Hinblick auf eine effiziente Speicherung (je kleiner e(7), desto kleiner die
abzuspeichernden Exponenten fiir die Matrixeintrige der DFT) und im Hinblick auf eine
numerisch stabile Auswertung der DFT (siehe Abschitt 5.5.2 und Tabelle 5.8) von Interesse
sein.
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3.5.3 Inkonsistente Prisentationen

Wir wollen abschliefend noch einmal auf die Eingabedaten des BC-Algorithmus zu spre-
chen kommen, die aus den in Abschnitt 2.3 beschriebenen pc-Présentationen endlicher iiber-
auflosbarer Gruppen bestehen. Die vorausgesetzte Konsistenz dieser Priasentationen ist dabei
ganz entscheidend fiir den BC-Algorithmus. Wir formalisieren unser Problem. Wir bezeichnen
im folgenden ein Tupel der Form

(n €N, (pi € N)i<icn. (ui € Gici)i<i<n, (wij € Gj—1)1§i<j§n>: (3.14)

mit Primzahlen p; und in Normalform gegebenen Wortern u; und w;; (siehe (2.8)) kurz als
pe-Daten. Solche pc-Daten definieren durch

G:=(g1,...,0n | g;i =u; (1 <4< n),[gi,95] =wiy (1 <i<j<n))), (3.15)

immer eine auflsbare Gruppe, deren Ordnung |G| ein Teiler der Zahl N := p; - ... - p, ist.
Gilt zusétzlich w;; € G, so ist G immer iiberauflésbar. Wir nennen daher solche pc-Daten
auch tberauflésbar. Die pc-Daten definieren genau dann eine konsistente pc-Prisentation fiir
G, falls |G| = N gilt (siehe [55]). In diesem Fall sprechen wir dann auch von konsistenten
pc-Daten. Zum Beispiel ist die durch

G:={g1,92193 = 1,95 = g91.[91. 2] = 91), (3.16)

definierte Gruppe isomorph zur zyklischen Gruppe Cy (es 148t sich die Relation g1 = 1
ableiten). Die zugehorigen pc-Daten sind damit - im Gegensatz zu denen in (3.9) - nicht
konsistent. Die Erzeugung konsistenter Prisentationen ist aus Sicht der Komplexititstheorie
ein schwieriges Problem. Fiir weitere Referenzen hierzu verweisen wir auf [11], S. 35.

Allgemein iibliche Verfahren zum Test auf Konsistenz und zur Konstruktion von konsistenten
Prasentationen beruhen auf dem Knuth-Bendiz Verfahren [37]. Fiir den Spezialfall polyzyk-
lischer Gruppen lassen sich diese Verfahren vereinfachen (siehe [55], Kapitel 9).

Der BC-Algorithmus wurde durch Hinzufiigen einiger kleiner Routinen erweitert, so daf} er
bei Eingabe von iiberauflésbaren pc-Daten genau dann eine DFT von G konstruiert, wenn die
pc-Daten konsistent sind. Im Fall von nicht-konsistenten Daten bricht der Algorithmus ab und
gibt eine Fehlermeldung aus. Eine interessante Aufgabenstellung ist es nun, einen effizienten,
auf DFT-Methoden basierenden Algorithmus zu entwerfen, der aus beliebigen pc-Daten kon-
sistente pc-Préisentationen konstruiert. Im Spezialfall von pc-Daten konnten DFT-Methoden
effizienter sein als die Vervollstindigungsmethode des Knuth-Bendix-Verfahrens, und sie er-
lauben moglicherweise explizite obere Schranken fiir die Zahl der benétigten arithmetischen
Operationen.



Kapitel 4

DFT-basierte Wortnormalisierung

Wie bereits erwihnt, kann jedes Element a einer pc-prisentierten iiberauflésbaren Gruppe G
in Normalform

_ o, Qp—1 aq
a=g .—gn”-gn_l BRI ]

ausgedriickt werden. Sind zwei Elemente a = ¢® und b = ¢® in Normalform gegeben, so
besteht das Problem der Wortnormalisierung darin, die eindeutig bestimmte Normalform fiir

das Produkt

-’ =g

zu bestimmen. Klassische Techniken fiir die Losung des Normalformenproblems beruhen auf
verschiedenen ,,Collection“-Verfahren (siehe z. B. [55]) oder auf Hall-Polynomen in Verbindung
mit Interpolationstechniken (siehe z. B. [56]). Unseres Wissens gibt es kein , bestes“ Verfahren,
welches allen anderen Verfahren iiberlegen wére. In diesem Kapitel stellen wir als Alternati-
ve ein DFT-basiertes Verfahren zur Wortnormalisierung vor. Abkiirzend bezeichnen wir den
entsprechenden Algorithmus als WN-Algorithmus, der in den ersten beiden Abschnitten an-
gegeben und analysiert wird. Der WN-Algorithmus wurde implementiert und getestet. Die
Versuchsergebnisse sind in Abschnitt 4.3 zusammengefafit. In Abschnitt 4.4 wird eine Briicke
zur algorithmischen algebraischen Geometrie geschlagen. Wir zeigen, wie sich der WN-Algo-
rithmus fiir die multivariate Polynomdivision bez. Gitterideale mit endlichem Index einsetzen
148t und verallgemeinern diese Ideen in Abschnitt 4.5 auf den Fall nicht-kommutativer Poly-
nomringe.

4.1 WN-Algorithmus

Vor einer detaillierten Beschreibung des WN-Algorithmus wollen wir kurz auf die Hauptidee
eingehen. Wie oben seien ¢ und b Elemente einer iiberauflésbaren pc-prisentierten Gruppe
G mit den iiblichen Bezeichnungen. In einer Vorverarbeitungsphase wird eine e-monomiale
DFT von G berechnet, die wir mit D bezeichnen. Anstelle a und b direkt (im ,,Zeitbereich®)
zu multiplizieren, berechnen wir zuerst die Fouriertransformationen D(a) und D(b) (Trans-
formation in den ,Spektralbereich“). Im neuen Transformationsbereich hat man es nun mit
Multiplikationen von Matrizen sehr einfacher Struktur zu tun. Da D(a) - D(b) = D(ab) gilt,

33
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kann nun die Normalform fiir ab aus D(ab) extrahiert werden. Dies entspricht der inversen
Fouriertransformation und kann in unserem Fall sehr effizient berechnet werden.

Wir wollen im folgenden das Problem der Wortnormalisierung allgemeiner betrachten. Es
sei an dieser Stelle an die in Bemerkung 2.3.1 getroffenen Konventionen erinnert. Sei w ein
beliebiges Wort in den Erzeugern gy, ..., g, gegeben durch

C Gp(2) ¥ .. 9u(L) ¥(L) (4.1)

mit einem L € N und zwei Funktionen ¢ : {1,...,L} — {1,...,n} und ¢ : {1,..., L} —
Z \ {0}. Durch Zusammenfassen von Exponenten kann ¢(¢) # o(£ + 1) fir 1 < ¢ < L
angenommen werden. Sind dariiber hinaus die Exponenten exp(G;) der Untergruppen G
bekannt, so kann ¢ (£) durch ¢ (f) modexp(G ), 1 < £ < L, ersetzt werden. Wir definieren
die Komplezitit C(w) des Wortes w durch

L
=L+ llog(l(¢) (4.2)
/=1

welches gerade die Summe der Linge L und der Binérlingen [log(|1(¢)|)| der Exponenten
1 (¢) ist. Diese Definition wird dadurch gerechtfertigt, daf in den spiteren Berechnungen im
Fall der Potenzen g,y ¥(®) die bindiren Methode verwendet werden kann. Das Problem der
Wortnormalisierung besteht nun darin, die eindeutig bestimmte Normalform

ger - git o~ w (4.3)
zu berechnen, also die Exponenten 0 < e, < pg fir k=1,...,n.

Beispiel 4.1.1 Sei G := S3 ~ (91,9293 = 1,93 = 1,[g1,92] = g1) die symmetrische Gruppe
mit den Bezeichnungen von Abschnitt 3.3.1. Durch

wi=g1-956, 9590929195919

ist ein Wort in den Erzeugern ¢g; und go der Linge L = 10 und der Komplexitit C(w) = 22
definiert. Allein aus der Kenntnis der Exponenten exp(Gi) = 3 und exp(G) = 6 1aBt sich
unter Verwendung der dadurch implizierten Relationen g3 = 1 und g§ = 1 das Wort w zu

9297959193 ~ w
vereinfachen. Unter Verwendung der pc-Relationen erhdhlt man schlieflich die Normalform
9291 ~ W,
es gilt also mit den obigen Bezeichnungen e; = 1 und e; = 1. O
Wir verwenden im folgenden dieselben Bezeichnungen wie in Kapitel 3. Es seien also G eine
endliche iiberauflésbare pc-préasentierte Gruppe und Irr(G;, 7;), @ = 1,...,n, Transversalen
T;-angepafiter e-monomialer irreduzibler Darstellungen. In einer Vorverarbeitungsphase, die

unabhingig vom Problem der Wortnormalisierung ist, wird durch den BC-Algorithmus ei-
ne T-adaptierte DFT von G berechnet, die in Form der DFT-Datenstruktur gespeichert
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wird. Dariiber hinaus werden alle Matrizen der DFT-Datenstruktur invertiert und abge-
speichert. Insgesamt bendtigt die Vorverarbeitungsphase eine Laufzeit der Gréfienordnung
O(|G|1og?(|G])) und einen Speicherplatzbedarf von O(|G|) ganzen Zahlen und Zeigern (32-
Bit-Wortern).

Zur Tllustration der Idee des WN-Algorithmus erkldren wir zuerst, wie der Koeffzient e,
von w bestimmt werden kann. Es sei D, 19 € Irr(Gp,—1,Tp—1) die triviale Darstellung, dann
hat D,_19 genau p = p, eindimensionale Erweiterungen, die wir mit Dy,..., Dy 1 €
Irr(Gy, Tn) bezeichnen. Dabei sei die Numerierung so gewdhlt, daB D, x(g,) = o fiir k =
0,...,p—1 gelte, wobei p := w®/? eine primitive p-te Einheitswurzel ist (sieche Abschnitt 2.4).
Aus der Auswertung

Dy 1(w) = Dn’l(gw(l))"l)(l) ) Dn,l(g¢(2))¢(2) o Dn,1(g¢(L))¢(L)
= I Dualgn)?® = o(Zte=n V(D) modp
Lip(l)=n

kann unmittelbar der Exponent

€n = (Zg,@(g):n TP(E)) mod p

abgelesen werden, wobei benutzt wurde, dafl Dy, 1(gx) fiir 1 < k& < n — 1 trivial ist. Wir
wissen nun, daf§ w,_; := ¢, “*w ein Element in G,,_; ist. Allerdings ist w,_; im allgemeinen
kein Wort in den Erzeugern gi,...,gn_1, so dafl nicht einfach auf dieselbe Weise induktiv
vorgegangen werden kann.

Der Fall i = n stellt den Anfang des iterativen WN-Algorithmus dar. Es seien bereits die
Exponenten ey, ...,e;11, 1 > 1 bestimmt, dann ist nun der Exponent e; zu bestimmen. Sei
D;; € Irr(G4, T;), analog zu D, ; wie oben im Fall i = n, die Erweiterung der trivialen
Darstellung D;_1 € Irr(G;—1, Ti—1) mit D;(g;) = o, wobei p := w®/Pi eine primitive p;-te
Einheitswurzel ist. Wir wollen nun D, ; auf w; auswerten mit

w; 1= g;relHl S g;e"w € G;. (4.4)
Da w; zwar in G; liegt, aber im allgemeinen ein Wort in den Erzeugern g1,..., g, ist, kann

D; 1 (w;) nicht direkt berechnet werden. Der Trick besteht nun darin, eine Darstellung D €
Irr(Gp, Tp) zu verwenden, deren Einschrinkung auf G; die Darstellung D;; enthélt, also
(D,D; ;) > 1 gilt. Ein solches D kann unmittelbar aus dem 7-Charaktergraphen abgelesen
werden, der Teil der DFT-Datenstruktur ist. Aus Satz 2.1.2 (Clifford) folgt sofort, dal D | G;
die direkte Summe eindimensionaler Darstellungen ist, wobei D; mindestens einmal unter
den Summanden vorkommt. Wir numerieren die Summanden von 1 bis deg(D) und nehmen
an, daf8 D;; der m-te Summand von D | G; fiir ein 1 < m < deg(D) ist. Dann erhélt man
den Exponenten e; auf die folgende Weise.

e Berechne D(w;) = D(giy1) “+'-...- D(gn) " - D(g(p(l))w(l) Ce D(g(p(L))q/’(L).
e Wegen w; € G; ist dies eine Diagonalmatrix, deren m-ter Eintrag D; ; (w;) ist.

e Analog zum Fall i = n ist D;;(w;) eine Potenz der p;-ten Einheitswurzel p, deren
Exponent der gesuchte Wert e; ist.
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In Abbildung 4.1 sind am Beispiel der Gruppe G128 die Darstellungen D; | durch einen Kreis
und die entsprechenden Erweiterungen D auf Stufe n = 7 durch ein Quadrat gekennzeichnet.
Zum Beispiel gilt fiir D = D7 11, da D]G2 gleich der 4-fachen direkten Summe von Dy ; ist.
Damit ist jeder nicht-triviale Eintrag von D(w;) gleich Dy (w;).

s/d 1111211112 4 4 4 4 4 4 4

Abbildung 4.1: WN-Algorithmus am Beispiel von G1ag.

Die Berechnung von D; ;(w;) kann sehr effizient durchgefiihrt werden, da

e D eine e-monomiale Darstellung ist,
e nur der m-te Eintrag von D(w;) berechnet werden muf,
e D | G;_1 trivial ist und

e anstelle D(g;), i < j < n, die Einschrinkung D]G(g;) betrachtet werden kann (was
auch konform zur DFT-Datenstruktur ist). Zum Beispiel kann die Berechnung des drit-
ten Eintrages von D7 11(gs) von Abbildung 4.1 auf die Berechnung des ersten Eintrages
von Dy g(gs) zuriickgefiithrt werden.

Wir verschieben die Analyse und weitere Details des WN-Algorithmus auf den Abschnitt 4.2
und formulieren das Hauptergebnis.

Satz 4.1.2 Sei G eine endliche pc-prisentierte iberauflésbare Gruppe mit Kompositionsreihe
T der Linge n, Exzponent e und mazimalem Primfaktor pmax. Weiterhin sei die DFT-Daten-
struktur von G und deren inversen Matrizen gegeben (O(|G|) Speicherplatz). Sei dmax =
max perr(g,7) (deg(D)) und A(w) die Anzahl der Additionen in Ze, die zur Berechnung der
Normalform eines Wortes w der Komplexitit C(w) mit dem WN-Algorithmus bendtigt wer-
den. Dann gelten die folgenden oberen Schranken:

L
A(w) <202 [9(O)] + n® (Pmax — 1)
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und die im allgemeinen bessere obere Schranke

L

A(w) < 2n - C(w) + n? - 10g(Pmax) + n? - Min(Pmax, dmax) + 2n - (Z min (|1 (4)|, dmax))-
=1

Fiir einen Beweis des Satzes und eine weitere Diskussion hinsichtlich Komplexitétsfragen
verweisen wir auf den nichsten Abschnitt. Es sei bemerkt, daf} fiir die meisten Gruppen diese
oberen Schranken sehr grob sind. Fiir viele Gruppen sind z.B. der maximale Primfaktor
Pmax und der maximale Grad dmayx vernachlissigbar klein im Verhéltnis zu |G| und C(w). In
diesem Fall ist die Laufzeit im wesentlichen linear in der Komplexitit C'(w) und der Linge n
der Kompositionsreihe 7. Als Spezialfall von Satz 4.1.2 ergibt sich das folgende Korollar.

Korollar 4.1.3 Sei G eine pc-prdsentierte p-Gruppe der Ordnung p" mit den Voraussetzun-
gen von Satz 4.1.2. Dann gilt:

(1) Die Normalform des Produkts von zwei Wortern in Normalform von G kann mit 5-p-n?
Additionen in Z, berechnet werden.

(2) Die Normalform der Inversen eines in Normalform gegebenen Gruppenelements in G
kann mit 3 -p-n? Additionen in Z. bestimmt werden.

Beweis: Sind a,b Worter in Normalform von G, so kénnen alle Exponenten von w = a - b
durch (p—1) und L durch 2-n abgeschétzt werden. Damit folgt die Behauptung (1) unmittelbar
aus der ersten Abschitzung von Satz 4.1.2. Ist g = g5 - ... - ¢7' in Normalform gegeben, so
gilt fiir die Inverse g~ = g; ' - ... - g, “». Normalisierung dieses Wortes kann nach der ersten
Abschitzung von Satz 4.1.2 mit dem in (2) behaupteten Aufwand durchgefithrt werden. O

Natiirlich kann der WN-Algorithmus weiter verbessert und verallgemeinert werden. Zum
einen werden nicht alle irreduziblen Darstellungen von Irr(G, 7)) verwendet, so dafi man sich
in der Vorverarbeitungsphase auf die Berechnung der Darstellungen, die fiir die Normalisie-
rung notwendig sind, beschrinken kann. Zum anderen kénnen mit derselben Idee Worter
normalisiert werden, die in einer wesentlich komplexeren Form gegeben sind, z. B. Ausdriicke
in den Erzeugern, die durch ein Straight-Line-Programm beschrieben werden kénnen.

4.2 Analyse des WN-Algorithmus

In diesem Abschnitt analysieren wir den WN-Algorithmus und beweisen Satz 4.1.2. Zur
Vorbereitung untersuchen wir, wie man schnell einzelne Eintrige e-monomialer Matrizen be-
rechnen kann. Bei unserer Analyse betrachten wir nur Additionen in Z,, da sich diese als die
wesentlichen Operationen herausstellen (siehe auch Bemerkung 4.2.4).

Lemma 4.2.1 Sei A = adiag(w™,...,w*) € GL(N,C) eine e-monomiale Matriz der Di-
mension N € N, wobei die Permutation o« € Sy als Permutationsmatriz interpretiert wird,
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die in der m-ten Spalte an Position a(m) eine Eins stehen hat. Dariber hinaus definieren
wir Ap, = (a(m), ay). Sei B = fdiag(w, ..., w"N) analog definiert, dann gilt:

(A m = (a7 (m), (=a(a1(m)) mode),
(AB)m = (a(B(m)), (agm) + bm)mode),
(A" = (&' (m), (a arfl(m) + ...+ Ga(m) + am) mode).

Ein Beweis dieser Gleichungen ergibt sich durch einfaches Nachrechnen. Die Formel fiir den
m-ten Eintrag des Produkts zweier Matrizen 148t sich leicht auf L Matrizen fiir beliebiges
L € N verallgemeinern. Nach der Formel von Lemma 4.2.1 ist es in Hinblick auf die Permuta-
tionen effizienter, die Multiplikation von rechts nach links durchzufiihren. Es gilt das folgende
Lemma.

Lemma 4.2.2 Seien Ay,...,Ar € GL(N,C) e-monomiale Matrizen und seim € {1,...,N}.
Dann lafst sich (Ay-...- Ap—1 - Ar),, mit L — 1 Additionen in Z. bestimmen.

Das néchste Lemma besagt, wie man fiir grofie r > N mit Hilfe der bindren Methode effizient
den Eintrag (A"),, berechnen kann.

Lemma 4.2.3 Sei A = adiag(w®,...,w*) wie in Lemma 4.2.1 und r € N. Es liege m €
{1,...,N} in einem Zykel der Linge M, 1 < M < N, von a. Dann kann (A"),, mit mazimal
r —1 und fir r > M mit mazimal 2|log(r div M)| + M Additionen in Z, berechnet werden.

Beweis: Offensichtlich kann die Summe (aqr-1(m) + .- + @o(m) + @m) mod e mit r — 1 Addi-
tionen in Z, berechnet werden, und die Schranke » — 1 zur Berechnung von (A"),, ist trivial
(siehe auch Lemma 4.2.2). Fiir r > M lat sich (A"),, folgendermafien berechnen: Es sei
s:=rdivM und ¢ := rmod M.

(i) Berechne c1 := ((ant-1(m)+- - +aa(m) +am) mode) und ¢z := ((@qm—1(p) +- - - +a(m) +
ap) mod e) mit M — 1 Additionen in Z,.

(ii) Berechne c3 := ((c2+c2+...4+c2) mode) (insgesamt s Summanden) unter Verwendung
der bindren Methode mit maximal 2|log s| Additionen in Z..

(iii) Berechne (A"), = ((c1 + ¢3) mod e) mit einer weiteren Addition in Z,.
Daraus folgt unmittelbar die Behauptung. In (ii) kénnte man natiirlich ¢3 = ((s - ¢2) mod e)

durch eine Multiplikation in Z. berechnen. Diese wurde jedoch aus den in Bemerkung 4.2.4
angefithrten Griinden auf Additionen in Z, zuriickgefiihrt. O

Wir kommen nun zur eigentlichen Analyse des WN-Algorithmus. Mit den Bezeichnungen aus
Abschnitt 4.1 mufl im i-ten Schritt, 1 < i < n, des WN-Algorithmus der m-te Eintrag des
Produktes

D(w;) = D(gis1) ™+ ... D(ga) ™" - D{gp)* - D(gpry) ™) (4.5)

berechnet werden, wobei nur die Daten der Vorverarbeitungsphase, also die DFT-Datenstruk-
tur von G und deren inverse Matrizen, zur Verfiigung stehen.
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e Da D | G;_; trivial ist, verursachen Faktoren der Form D(g;)", r € Z, 1 < j < i, keine
Kosten.

e Die Matrizen D(g;), i < j < n, sind in der DFT-Datenstruktur nicht unmittel-
bar gegeben. D(g;) ist eine Block-Diagonalmatrix mit Blocken F(g;) fiir geeignete
F € Trr(G;,T;), wobei die Matrizen F(g;) in der DFT-Datenstruktur bis auf einen
konstanten Faktor ¢ € C (einer e-ten Einheitswurzel, siche Abschnitt 3.2) gegeben sind.
Die Berechnung eines nicht-trivialen Eintrags eines Faktors der Form D(g;)", r € N,
1 < j < n, kann ohne Zusatzkosten auf die Berechnung eines nicht-trivialen Eintrages
von F(g;) fir ein geeignetes F' € Irr(Gj, T;) zuriickgefithrt werden. (Das geeignete F
kann aus dem T -Charaktergraphen abgelesen werde, welcher Bestandteil der DFT-Da-
tenstruktur ist. Siehe auch Abbildung 4.1.) Aus Lemma 4.2.3 unter Beriicksichtigung
des zusitzlichen Faktors ¢ folgt, daf8 ein nicht-trivialer Eintrag von D(g;)" mit

min (2r — 1, 2|log(r div M) | + min(2r — 1,2M — 1)) (4.6)
Additionen in Z, mit einem M < deg(F') berechnet werden kann.

e Fiir Faktoren der Form D(g;)" mit negativem r € Zo, werden die inversen Matrizen,
die in der Vorverarbeitungsphase berechnet wurden, verwendet. Dabei kann man wie
im vorherigen Punkt verfahren.

Wir beweisen zunéchst die erste Schranke fiir A(w) von Satz 4.1.2. Bezeichne A(i) die Anzahl
der Additionen in Z, zur Berechnung von D(w;),, im i-ten Schritt. Das Produkt in (4.5) hat
n — i + L Faktoren. Aus Lemma 4.2.2 und der ersten Schranke in (4.6) ergibt sich damit die
folgende Abschétzung:

n L
Ay Sn—i+L—1+ ) (20— 1)+ > (2(8)] - 1).
f=it1 =1
Summation iiber alle Schritte i = 1,...,n ergibt dann eine obere Schranke fiir die Anzahl

A(w) der Additionen in Z,, die der WN-Algorithmus benétigt. Mit pmax = maxi<i<n(p;)
und ey < ppax — 1 folgt:

A(w)

> AG)
i—=1

L
< (M 4nL=nt () 20pmx—1) = 1) +n- S @) 1)
(5) (5) 0 >
L
< 20 ST 1(0)] + 1 (Prmax — 1) (4.7)

(=1
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Wir kommen nun zum Beweis der zweiten Schranke fiir A(w) von Satz 4.1.2. Hierfiir ver-
wenden wir Lemma 4.2.2 und die zweite Schranke in (4.6). Dort schitzen wir zusétzlich alle
Zykellingen M durch dmax := maxperr(q,7)(deg(D)) und log(|r| div M) durch log |r| ab:

A(l) < mn—i+L—1+ Z loged +m1n(2eé—1 2dmax — ))
l=i+1

L
+ 57 (2[log [(0)]] +min(2|(6)] — 1, 2dmax — 1)).
=1

Schitzen wir wieder e; < pmax — 1 ab und benutzen die Definition (4.2) fiir die Komplexitit
C(w) des Wortes w, also Zle |log(|¥(£)]) ] = C(w) — L, dann folgt

A(il) < m—i+L—-1+ Z |1og Pmax — 1| + min(2pmax — 3, 2dmax — 1))
{=i+1

L
+2-C(w) —2- L+ Y (min(2[4p(£)| — 1, 2dmax — 1))
=1

< n—i+L—1+2-(n—i)({logpmax— 1| + min(pmax — 1, dmax)) — (n — i)

+2-C(w)—2-L+2- Z (min(|4(4)|, dmax))
=1

2-(n—1i)(log(pmax — 1) + mim(pmaX —1,dmax))

IN

+2.C(w)—L+2- Zmln (19(0)], dmax)-
=1

Damit ergibt sich fiir den Gesamtaufwand A(w) folgende Abschitzung:

Aw) = Y Ali)
i=1

n .

S 2 . (2> . (log(pmax — 1) + mln(pmax - 17 dmax))
+2on-C(w)—n-L+2n- me 9 (0)] dmax)

< 2n-C(w)+ n2 - 1og(Pmax) + n’. mln(pmax, dmax) (4.8)

+2n - Zmln P(£)], dmax))-

(=1

Mit (4.7) und (4.8) ist die Behauptung von Satz 4.1.2 vollstindig bewiesen.
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Bemerkung 4.2.4 Beim WN-Algorithmus treten neben den Additionen in Z, weitere Ope-
rationen auf, die in unserer Komplexitdtsanalyse nicht beriicksichtigt wurden.

(1) Es miissen u.a. Werte von Produkten, Inversen und Potenzen von Permutationen der
Form a(B(m)), a~'(m) oder a”(m) bestimmt werden. Dies geschieht durch wiederholte
,» Table-Look-Ups“ (TLUs) in den durch die DFT-Datenstruktur gegebenen Daten. Man
kann analog zur durchgefiihrten Analyse zeigen, dafl die Gesamtzahl aller TLUs im WN-
Algorithmus dieselbe Grofienordnung haben wie die Anzahl der Additionen in Z,. Da
jedoch TLUs wesentlich billiger sind als Additionen in Z., wirken sich diese auf die
Laufzeit des WN-Algorithmus praktisch nicht aus.

(2) Ahnliches kann iiber andere Hilfsoperationen gesagt werden, die im WN-Algorithmus
auftreten. Z. B. miissen Divisionen mit Rest durchgefiihrt werden, um die Indizes m der
Eintrége von darstellenden Matrizen zu berechnen. Solche Operationen liegen in der
Bitkomplexitit bei einer Groflenordnung wie bei der fiir die Anzahl der Additionen in
Z.e, und man kann sie daher ebenfalls vernachléssigen.

(3) Es soll betont werden, dal beim WN-Algorithmus nur Additionen aber keine Multi-
plikationen in Z. verwendet werden (siehe z. B. Beweis von Lemma 4.2.3). Der Grund
hierfiir liegt darin, dafl bei Multiplikationen modulo e die Zwischenergebisse nur mit
der oberen Schranke e? abgeschitzt werden kénnen. Beim Rechnen mit 32-Bit-Wértern
kann es schon fiir Gruppenordnungen der Grofe |G| > 216 zu Uberliufen kommen. Dies
ist selbst fiir praktische Anwendungen nicht akzeptabel. Da wir nur Additionen modulo
e verwenden, gelten im Hinblick auf die Implementierung analoge Schranken fiir die
Gruppenordnungen wie in Abschnitt 3.4.

Es stellt also keine wesentliche Einschrankung dar, dafl bei obiger Komplexititsanalyse nur
Additionen in Z. betrachtet wurden. Dies bestitigen auch die Laufzeiten in konkreten Bei-
spielen (siehe Abschnitt 4.3).

4.3 Implementierung und Laufzeiten

Unter denselben Bedingungen wie in Abschnitt 3.4.2 wurde der WN-Algorithmus implemen-
tiert und getestet. Wir fassen in diesem Abschnitt einige der durchgefiithrten Versuche zusam-
men und diskutieren die Laufzeiten. Um mogliche Schwankungen, die bei der Bestimmung
der Laufzeiten auftreten, auszugleichen, wurden alle Berechnungen zehnmal durchgefiithrt und
dann iiber die entsprechenden Laufzeiten gemittelt. In diesem Abschnitt sind alle Laufzeiten
in Millisekunden angegeben.

Tabelle 4.1 illustriert das Laufzeitverhalten des WN-Algorithmus bei festen Wortern in
Abhéngigkeit von der Gruppengréfie |G| und Linge n der Kompositionsreihe 7. Hierbei
wurden als Gruppen m-fache direkte Produkte der symmetrischen Gruppen (S3)™ fiir wach-
sendes m herangezogen. In der vierten Spalte steht die Laufzeit der Vorverarbeitungsphase
(DFT-Berechnung). In der fiinften bis siebten Zeile sind die Laufzeiten ¢(w;) angeben, die
zur Wortnormalisierung der Worter w;, ¢ = 1,2, 3, bendtigt wurden. In den letzten beiden
Zeilen sind jeweils die Lange L(w;) bzw. die Komplexitidt C'(w;) angegeben (siehe (4.2)). Die
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G |G| | n | t(DFT) t(wq) t(w2) t(ws3)
(S5) 6] 2 <1 17 133 951
(S3)? 36| 4 <1 30 218 1808
(S5)? 216 | 6 <1 55 301 | 2846
(S5)4 1296 | 8 1 56 436 | 4040
(S5)° 7776 | 10 17 92 558 | 5454
(S3)¢ 46656 | 12 82 103 692 6897
(S3)7 279936 | 14 281 128 856 8499
(S3)® 679616 | 16 1370 100 1035 10283
(S3)? 10077696 | 18 5124 120 1225 12183
(S3)10 | 60466176 | 20 22186 252 1464 14386
L(w) 10" 10° 100
C(w) 2.2.10* | 2.2-10° | 2.2. 10

Tabelle 4.1: Laufzeiten in Abhéngigkeit von n.

Worter w; wurden dabei durch Zufallsfunktionen ¢ und 1 (siehe (4.1)) erzeugt, die jeweils
gleichverteilt in [1 : n] bzw. [1 : 6] (6 ist der Exponent fiir alle Gruppen G = (S3)™)) sind.
Betrachtet man die Spalten der Tabelle, so erkennt man, daf} sich der WN-Algorithmus in
den angegebenen Beispielen im wesentlichen linear in n verhilt. Aus den Zeilen der Tabelle
ergibt sich, daf die Laufzeiten in etwa linear in C'(w) sind. Damit kann das Laufzeitverhalten
der Implementierung des WN-Algorithmus in etwa durch n - C(w) beschrieben werden. Dies
ist im Einklang mit der zweiten theoretischen Laufzeitabschitzung von Satz 4.1.2, wenn man
bedenkt, dafl die restlichen Summanden fiir kleine ppax und dpax vernachlissigbar und von
C'(w) unabhéngig sind.

Die néichste Tabelle 4.2 untermauert diese Aussagen. Die Laufzeiten des WN-Algorithmus sind
hier bei festem |G| und n im wesentlichen unabhéngig von der restlichen Struktur der Gruppe,
d. h. die Anzahl h der Konjugationsklassen oder die Grade der Darstellungen fallen kaum ins
Gewicht. Bei den Gruppen handelt es sich um die in Abschnitt 3.4.1 beschriebenen, durch
die pc-Prisentationen unserer Bibliothek erzeugten Gruppen. Analog zum vorherigen Versuch
wurden dabei Worte w; mit in geeigneten Bereichen gleichverteilten ¢ und 1 verwendet.

G G [ n h | {(DFT) t(wy) #(ws) #(ws)
Libia100(6) | 44100 | 8 | 44100 240 125 801 8075
Libaaioo(1) | 44100 | 8 | 22050 441 124 895 8978
Libaa100(21) | 44100 | 8 | 13230 436 123 893 8981
Libas100(19) | 44100 | 8 | 3675 49 122 901 9062
L(w) 10 10° 10°
C(w) 12.4-10* | 14.3-10° | 14.5-10°¢

Tabelle 4.2: Laufzeiten bei fester Gruppengrofle.

Wie schon die Analyse in Abschnitt 4.2 des WN-Algorithmus zeigte, ist fiir die Laufzeit des
WN-Algorithmus nicht die Gruppenordnung |G|, sondern nur die Lange n der Kompositi-
onsreihe, die auch als Hohe des Charaktergraphen der Gruppe beschrieben werden kann, von
Relevanz. Dieses Resultat wird auch durch die in Tabelle 4.3 angegebenen Laufzeiten unter-
mauert. So sind die Laufzeiten fiir die Gruppe G = Syl,(Sig) (n = 16) in etwa dreimal so
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grofy wie fiir die Gruppe G = Libygog75(1) (n = 6) oder doppelt so grofi wie fiir G = Librsg0(1)
(n = 8). In dieser Versuchsreihe wurden Woérter verwendet, bei denen alle Exponenten iden-
tisch eins sind, also 1 (¢) =1 fiir alle 1 </ < L(w) und damit C(w) = L(w) gilt.

G |G| | n | t(DFT) || t(w1) | t(wa) | t(ws) | t(ws) | t(ws)
Libjg24(1) 1024 | 10 4 7 76 481 | 4670 | 46690
Libo;g7(1) 2187 | 7 2 2 46 320 | 3015 | 29065
Librs60(1) 7560 | 8 119 4 50 371 | 3810 | 36336
Librseo(54) 7560 | 8 6 3 54 373 | 3439 | 34420
Lib7776(1) 7776 | 10 21 8 72 470 | 4609 | 45380
Liby5625(35) 15625 | 6 6 2 31 274 | 2470 | 23411
Libi6000(1) 16000 | 10 7 6 69 472 | 4521 | 45229
Libgoog7 (1) 22287 | 4 96 1 25 196 | 1695 | 15905
Libszg4q(1) 23940 7 113 ) 41 317 | 2975 | 28340
Syl,(S16) 32768 | 15 146 | 12| 120 | 830 | 8299 | 82611
Libyogrs(1) 42875 | 6 95 3 38 274 | 2570 | 24335
Lib179894(3) 179894 | 5 260 1 31 237 | 2185 | 20380
L(w) = C(w) 10°| 107 | 10| 10°] 107

Tabelle 4.3: Laufzeiten fiir verschiedene Gruppen.

Die Ergebnisse der Implementierung des WN-Algorithmus wurden durch Vergleich mit den
durch eine GAP-Routine [31] berechneten Normalformen verifiziert. Hierzu wurden unter
Verwendung der GAP-Klasse PcGroupFpGroup die entsprechenden polyzyklischen Gruppen
erzeugt. Die Normalformen der zu normalisierenden Worter w;, welche als Listen der Werte
©(¢) und 9 (£) vorlagen, wurde dann mit der GAP-internen Routine, die auf den in [55] be-
schriebenen ,,Collection“-Verfahren beruht, berechnet. Fiir eine Diskussion dieser Verfahren
verweisen wir auch auf [39] und [63]. In Tabelle 4.4 findet man einen Vergleich der Lauf-
zeiten des WN-Algorithmus und der GAP-Rountine. In den durch mit WN bzw. mit GAP
gekennzeichneten Zeilen findet man jeweils die Laufzeiten zur Wortnormalisierung bez. des
WN-Algorithmus bzw. der GAP-Routine von Wértern w; verschiedener Komplexitéit. Uns
geht es im folgenden weniger um die absoluten Laufzeiten, sondern um das relative Laufzeit-
verhalten. Wir fassen einige Beobachtungen zusammen:

¢ Die GAP-Routine hingt, &hnlich wie der WN-Algorithmus, in etwa linear von der Kom-
plexitat C(w) ab.

e Im Unterschied zum WN-Algorithmus scheint die GAP-Routine weder wesentlich von
der Gruppengrofle noch von der Linge n der Hauptreihe abzuhéingen. Dies wird durch
Laufzeiten beziiglich der ersten drei Gruppen S3, G1og und Syly(Syg) illustriert.

e Entscheidend fiir die in GAP verwendeten ,,Collection“-Verfahren ist die Komplexitét
der die Gruppe definierenden pc-Présentationen, also die Anzahl und Gréfie der nicht-
trivialen Koeffzienten a; ¢ und b;;¢ in der pc-Présentation (siehe (2.8)). Dies wird durch
die Laufzeiten der Gruppen Liby4100(19) und Gyq10¢ illustriert. Die pc-Prisentation der
Gruppe Ga4100 ist trivial, d. h. alle Koeffizienten a; , und b;; , sind Null und

Gaai00 =~ (C2)* x (C5)* x (C5)* x (C)*.
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Die Laufzeiten bei der GAP-Routine ist fiir diese Gruppe merklich schneller als fiir die
Gruppe Libg4100(19), bei der es einige nicht-triviale Relationen in der pc-Prasentation
gibt. Im Unterschied hierzu ist jedoch das Laufzeitverhalten des WN-Algorithmus von
diesen Gréflen unabhéngig.

G IG] | n t(wy) | twa) | t(ws) t(wy) t(ws) t(weg)
Ss 6| 2 WN <1 10 114 2 35 304
GAP 26 218 | 1755 54 382 4096
G1as 128 7 WN 3 o1 310 7 106 839
GAP 25 216 | 1704 59 402 4445
SyL(Sie) | 32768 | 15 || WN | 11| 121] 830 22 191 1954
GAP 35 226 | 1954 61 433 4820
Libga100(19) | 44100 | 8 WN 6 45 385 10 124 963
GAP 30 241 | 2064 144 1349 17174
G 4100 44100 | 8 WN 3 49 398 8 124 953
GAP 22 206 | 1660 45 411 4437
L(w) 10° | 107 | 10° 10° 10° 10°
C(w) 10° | 10t | 10° || 9.0-10° | 12.4-10* | 15.7 - 10

Tabelle 4.4: Laufzeiten im Vergleich zu GAP.

Zusammenfassend kann man sagen, dafl sich die beiden Verfahren zur Wortnormalisierung
grundsétzlich in ihrer Strategie unterscheiden, was sich auch im v6llig unterschiedlichen Lauf-
zeitverhalten widerspiegelt. Wihrend der WN-Algorithmus entscheidend von n abhéngt, aber
nicht wesentlich von der Beschaffenheit der pc-Présentation, hat man bei der GAP-Routine
eine umgekehrte Abhéngigkeit. Es sei erinnert, dafli der WN-Algorithmus fiir die DFT-Da-
tenstruktur in der Gruppenordnung |G| linear viel Speicherplatz bendtigt, im Unterschied
zu den in [55] beschriebenen , Collection®-Verfahren, die iiber den Speicherplatz fiir die pc-
Prisentation im wesentlichen keinen weiteren Speicherplatz bendtigen.

4.4 Multivariate Polynomdivision via Wortnormalisierung

Im Fall einer endlichen abelschen Gruppen G kann die Gruppenalgebra CG mit dem Quoti-
enten eines Polynomrings modulo eines geeigneten Gitterideals Iz identifiziert werden. Wihlt
man eine geeignete monomiale Ordnung, so definiert die pc-Présentation von G eine reduzier-
te Grobnerbasis von Ig. Polynomdivision modulo I kann dann via Wortnormalisierung mit
Hilfe des WN-Algorithmus durchgefiihrt werden (PD-Algorithmus). In Abschnitt 4.4.1 fassen
wir die Grundlagen zu Groébnerbasen in Polynomringen zusammen und stellen in Abschnitt
4.4.2 den Zusammenhang zu Gruppenalgebren abelscher Gruppen her. In Abschnitt 4.4.3 be-
schreiben und analysieren wir dann den PD-Algorithmus zur multivariaten Polynomdivision.

4.4.1 Grundlagen zu Grdbnerbasen

In diesem Abschnitt werden die benétigten Definitionen und Eigenschaften von Grobnerba-
sen zusammengefafit. Fiir eine Einfithrung in das Gebiet der algorithmischen algebraischen
Geometrie verweisen wir auf [19].
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Sei K ein beliebiger Kérper und K[X| := K[X,,,..., X ] der Polynomring iiber K in den
Unbestimmten X = (X,,..., X1). Ein Polynom f € K[X] ist dann in Multiindexschreibweise
eine endliche Summe der Form f =3 ¢, X mit Koeffizienten ¢, € K. Der totale Grad von
f # 0, im folgenden mit deg(f) bezeichnet, ist das Maximum |a| := a;, + ... + a7 iiber alle
Koeffizienten ¢, # 0, @ = (ap, ..., a1). Jedes Monom X = X% - ... - X" € K[X] kann mit
dem n-Tupel der Exponenten o € Z%, identifiziert werden.

Definition 4.4.1 FEine monomiale Ordnung auf K[X]| ist eine totale Ordnung > auf Z2,
mit den folgenden FEigenschaften: :

(1) Translationsinvarianz: Vo,B,y € Z%:a=f = a+vy =B +1.

(2) Wohlordnung: Jede nicht-leere Teilmenge von Z% hat ein kleinstes Element unter - .

Zum Beispiel definiert die lexikographische Ordnung, die wir im folgenden auch mit gy
bezeichnen, eine monomiale Ordnung auf Z%,. Dabei gilt o>« 8 genau dann, wenn der
linkeste von Null verschiedene Eintrag der Differenz o — 8 € Z" positiv ist. Es gilt also z. B.
(3,2,4) =1ex (3,2,1). Fiir die Monome schreiben wir ebenfalls z® ., 2%. In diesem Sinne gilt
dann oy =jex Tn—1 >lex - -+ >lex T1-

Sei im folgenden = eine beliebige, aber feste monomiale Ordnung. Der Multigrad von f ist
definiert als multideg(f) := max(a € Z%, : ¢, # 0), wobei das Maximum bez. > zu nehmen
ist. Hiermit definieren wir den fiihrenden Koeffizient LO(f) := cmultideg(s) € K, das fiihrende
Monom tM(f) := z™tdee(f) und den fiihrenden Term vT(f) :=LC(f) - LM(f).

Polynomdivision mit Rest kann im multivariaten Fall beziiglich einer monomialen Ordnung
dhnlich durchgefiihrt werden wie im univariaten Fall. Wir fassen das Ergebnis im folgenden
Satz zusammen.

Satz 4.4.2 (Divisionsalgorithmus in K[X,,,..., X1]) Sei = eine monomiale Ordnung auf
Z5q und F = (fi,..., fs) ein geordnetes s-Tupel von Polynomen in K[X] = K[Xy, ..., Xy].
Dann kann jedes f € K[X] als

f=afi+...+csfs+r

mit c;,r € K[X] geschrieben werden, wobei r = 0 gilt oder r eine K-Linearkombination von
Monomen ist, welche nicht durch LT(f1),...,LT(fs) teilbar sind. Das Polyonom r heifst Rest
von f beziglich der Division durch F. Im Fall c¢;f; # 0 gilt dariber hinaus multideg(f) >
multideg(c; f;).

Im allgemeinen ist im multivariaten Fall der Rest r durch die Eigenschaft, daf§ kein Term
durch LT(f1),...,LT(fs) teilbar sein soll, nicht eindeutig bestimmt. Grobnerbasen sind nun
gerade dadurch charakterisiert, dafl der Divisionsalgorithmus beziiglich dieser Basen zu einem
eindeutig bestimmten Rest fithrt. Wir prézisieren diese Aussage. Sei I C K[X,,,..., X;1] ein
beliebiges von Null verschiedenes Ideal, dann ist die Menge der fithrenden Terme von I durch
Lr(I) ;= {vr(f) : f € I} definiert. Das von LT(I) erzeugte Ideal der fihrenden Terme (LT(I))
wird von Monomen erzeugt und ist damit ein sogenanntes monomiales Ideal. Das Lemma von
Dickson besagt, dafl jedes monomiale Ideal von einer endlichen Anzahl von Monomen erzeugt
wird (siehe [19], S. 69).
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Definition 4.4.3 Fiziere eine monomiale Ordnung. Eine endliche Menge G = {g1,...,9:}
eines Ideals I C K[X,,,...,X1], I # {0}, heifit Grobnerbasis, falls

(Lr(g1), ..., 11(ge)) = (L1(1))

gilt. Fine reduzierte Grobnerbasis G ist eine Grébnerbasis mit den Zusatzeigenschaften, dafl
fir alle p € G erstens LC(p) = 1 gilt und zweitens kein Monom von p in (LT(G — {p})) liegt.

Aus dem Hilbertschen Basissatz und dem Buchberger-Algorithmus folgt, daf} jedes Ideal I eine
eindeutig bestimmte reduzierte Grobnerbasis hat (siehe [19], S. 90). Es soll betont werden,
daf diese jedoch von der fest gewédhlten monomialen Ordnung abhéngt.

Fiir eine Grobnerbasis G = {g1,..., g} gibt es fiir jedes f € K[X] eindeutig bestimmte Poly-
nome g,r € K[X] mit f =g+ r, so daBf g € I und kein Term von r durch LT(g1),...,LT(g;)
teilbar ist. Im folgenden wird der eindeutig bestimmte Rest r auch mit f9 bezeichnet. Mit
anderen Worten, jedes f € K[X] ist kongruent modulo I zu dem eindeutig bestimmten Po-
lynom f9, welches eine K-Linearkombination von Monomen im Komplement von (LT(I)) ist.
Man sieht leicht, da§ die Menge {X¢ : X ¢ (LT([))} dieser Monome, die wir im folgenden
auch als die Standardmonome bezeichnen, linear unabhéngig ist. Hieraus folgt leicht folgender
fiir uns wichtige Satz:

Satz 4.4.4 Sei I C K[X,,,...,X4] ein Ideal und G eine Gribnerbasis bez. einer beliebigen
monomialen Ordnung, dann induziert die Abbildung K[X,,...,Xi] > f — fY9 einen K-
Vektorraumisomorphismus von K[ X, ,..., X1]/I nach Span({X?® : X ¢ (L1(]))}).

Korollar 4.4.5 Sei I C K[X,,,...,Xy] ein Ideal und G = {g1,...,9:} C I eine Teilmenge
mit der Eigenschaft dim(K[X]/I) = [{X* : X® ¢ (LT(g1),...,LT(g))}| < oo. Dann ist G
eine Grobnerbasis von I.

Beweis: Angenommen das Ideal (LT(g1),...,LT(g;)) wére echt in (LT(I)) enthalten, dann
wire [{X* : X* ¢ (Lr(I))} < {X* : X* ¢ (LT(g1),...,LT(g¢))}|. Hieraus wiirde aufgrund
der Voraussetzung folgen, dafi dim(K[X]/I) > {X* : X® ¢ (Lr(I))}|. Dies ist ein Wider-
spruch zu Satz 4.4.4. Also gilt (LT(91),...,LT(g¢)) = (LT(I)) und damit die Behauptung.
U

4.4.2 PC-Priasentationen abelscher Gruppen als Grébnerbasen

In diesem Abschnitt stellen wir den Zusammenhang zwischen pc-Prisentationen abelscher
Gruppen G und Grobnerbasen bestimmter Ideale her. Sei G im folgenden durch die konsistente
pc-Prisentation

G=(g1, s gn | 9] =ui=g;" " g™ (4.9)

gegeben, wobei alle Kommutatorrelationen trivial sind. Dann kann ein beliebiges Wort w in
den Erzeugern ¢, ..., g, durch Addition der Exponenten zu gleichen Erzeugern in der Form
w= g% -...g7" mit o; € Z, 1 < i < n, geschrieben werden. Im folgenden seien daher alle
Woérter in dieser Form gegeben. Da GG abelsch ist, definiert die auf einem Erzeugendensystem
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definierte Abbildung ¢ : C[X,,..., X ] — CG, X; — g;, i = 1,...,n, einen surjektiven
Algebrenhomomorphismus. Sei I := ker(y). Dann induziert ¢ den Algebrenisomorphismus

@:CX,,...,X1]/Ic = CG. (4.10)

Dies impliziert umittelbar das folgende Korollar.

Korollar 4.4.6 Aus der Aquivalenz zweier Worter w; = gon - gl ~wy = gﬁ" . g’fl bez.

der pc-Relationen folgt die Gleichheit der entsprechenden Monome modulo des Gitterideals
Ig, d.h. Xon . X0 — X2 XD e,

Im folgenden sei die monomiale Ordnung > auf Z%, die lexikographische monomiale Ord-
nung >ex Mit X, >lex - .. =lex X1. Die in (4.9) angegebenen Gruppenrelationen definieren
Polynome

fir= XD XX € OIX] (4.11)

fiir 1 <4 <n mit LT(f;) = X! bez. >jex .

Satz 4.4.7 Die Menge G := {f1,..., fn} ist die reduzierte Grébnerbasis des Ideals I C
Cl Xy, ..., X1] beziglich der lexikographischen Ordnung ey .

Beweis: Offensichtlich gilt G = {f1,..., fn} C I und

(X0 5 X ¢ @Wr(fy),. . vT(f))} = {Xo: 0 < i <piy 1 <i <},
Wegen dim(C[X]/I¢) (4.10) dim(CG) = |G| = p1-...- py sind damit die Voraussetzungen
von Korollar 4.4.5 erfiillt, aus welchem die Behauptung folgt. O

Damit entsprechen den konsistenten pc-Préisentationen endlicher abelscher Gruppen G die
reduzierten Grobnerbasen der Ideale I beziiglich ey .

Bemerkung 4.4.8 In additiver Schreibweise entspricht der endlichen Gruppe G dem Quo-
tienten Z"/L, wobei £ C Z™ das durch die Zeilenvektoren der Matrix

Pn —OGpn-1 —0nn-2 ... —0n 2 —0n,1
pPn-1 —G@p-1p-2 ... —Gp-1,2 —0p-1,1
H = : . (4.12)
b2 —a21
b1

erzeugte Gitter vom endlichen Index [Z" : L] bezeichne. Das Ideal I wird daher auch als
Gitterideal bezeichnet. Die obere Dreiecksmatrix H iiber Z ist dabei, bis auf eine andere Nor-
mierung der Elemente {iber der Hauptdiagonalen, die Hermite- Normalform eines beliebigen
Erzeugendensystems des Gitters £, deren Elemente als Zeilenvektoren einer Matrix interpre-
tiert werden. Fiir weitere Einzelheiten bez. Gitter und einer gittertheoretischen Interpretation
der Grobnerbasen verweisen wir auf [55] bzw. [61].
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4.4.3 PD-Algorithmus

In diesem Abschnitt wird der PD-Algorithmus zur multivariaten Polynomdivision bez. der im
letzten Abschnitt beschriebenen Gitterideale vorgestellt. Dabei wird im PD-Algorithmus eine
stark vereinfachte Version des WN-Algorithmus fiir den Fall abelscher Gruppen verwendet.

Mit der Notation von Abschnitt 4.4.1 bezeichne f = >’ ¢, X* € C[X] ein Polynom, G C
C[X] eine endliche Teilmenge und I das durch G erzeugte Ideal. Beim Standardalgorithmus
zur multivariaten Polynomdivision beziiglich G bzw. I wird f durch sukzessive Subtraktion
geeigneter Vielfacher von Elementen von G reduziert, bis das Ergebnis nicht weiter reduzierbar
ist. Im Fall einer Grobnerbasis G ist dann das Ergebnis die eindeutig bestimmte Normalform
f9.Seiz B. f = X® ein Monom und g = X# — X7 € G ein Binom mit X# > X7 und X#/X?, so
148t sich f durch g reduzieren, und man erhilt das Polynom f — X® #g = X*=(5=7) welches
dann weiter zu reduzieren ist. Ist also |a| sehr groff im Verhiltnis zu |3| und ||, so kann man
eine Laufzeit des Standardalgorithmus erwarten, die linear in |e| ist. Ist mit anderen Worten
der Multigrad des zu reduzierenden Polynoms f groff im Verhiltnis zu den Multigraden der
Polynome ¢ € G, so kann es zu einer Laufzeit des Standardalgorithmus kommen, der linear
vom Multigrad des zu reduzierenden Polynoms abhéingt.

Fiir den Spezialfall, daf} es sich beim Ideal I um ein Gitterideal I einer endlichen abelschen
Gruppe G wie in Abschnitt 4.4.2 handelt, kann die Polynomdivision so durchgefiihrt werden,
daf} die Laufzeit nur logarithmisch vom Multigrad von f abhéngt. Die Monome in C[X] kénnen
als Worter in den Erzeugern der Gruppe interpretiert werden. Sei nun f = 3" ¢, X* € C[X]
das zu reduzierende Polynom. Werden die Monome von f durch die den Normalformen in G
entsprechende Monome ersetzt, dann folgt aus Korollar 4.4.6, dafl das resultierende Polynom
modulo I mit f iibereinstimmt. Dies ist die Grundidee des PD-Algorithmus, der statt der
,horizontalen* Vorgehensweise des Standardalgorithmus eine ,,vertikale* Vorgehensweise hat
und damit auch parallelisiert werden kann. Wir prézisieren den PD-Algorithmus zur multiva-
riaten Polynomdivision. Sei zunichst als monomiale Ordnung die lexikographische Ordnung
—1ex gewahlt und bezeichne Gey die zugehorige reduzierte Grobnerbasis.

PD-Algorithmus zur multivariaten Polynomdivision bez. Gj.:

(1) Eingabe: Polynom f =) c,X* € C[X].

(2) Normalisierungsschritt: Berechne die Normalformen aller Monome X® mit ¢, # 0
z. B. mit Hilfe des WN-Algorithmus. Diese Berechnungen kénnen parallel durchgefiihrt
werden.

(3) Summationsschritt: Summiere die Koeffizienten ¢, # 0, deren Monome X in Schritt
(2) zu denselben Normalformen fithren.

(4) Ausgabe: Definiere das Polynom f, dessen Terme die Monome aus Schritt (2) mit den
entsprechenden Summen aus (iii) als Koeffizienten sind.

Offensichtlich ist f beziiglich Giex nicht reduzierbar, und aus Korollar 4.4.6 folgt f = fYex,
also das gewiinschte Ergebnis. Im Fall einer beliebigen monomialen Ordnung > und einer
Grobnerbasis G bez. = kann folgendermaflen verfahren werden:
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e Berechne zunichst mit Hilfe des PD-Algorithmus das Polynom f = fYex. Der totale
Grad | 3| eines Monoms X# dieses Polynoms ist durch |3| = 81 +... 4+ Bn < p1+...+Dn
beschrénkt.

e Reduziere nun f Jiex heg,. dier Gfébnerbasis G mit dem Standardalgorith_mus und erhalte
das erwiinschte Polynom f = fY. Dies geht schnell, da der Grad von f9%ex klein ist.

Im Fall einer endlichen abelschen Gruppe G vereinfacht sich der WN-Algorithmus wesentlich.
Es bezeichne wie iiblich e den Exponenten von G. Gegeben sei ein Wort w in den Erzeugern

g1, .-, 9n, das aufgrund der trivialen Kommutatorrelationen von G sofort in der Form w :=
gym - ... - gi" geschrieben werden kann, wobei fiir die Exponenten o < e, 1 < j < n,
angenommen wird. Nun werden iterativ die Exponenten e, ..., e; der Normalform g&-. .. g7

von w berechnet. Der Koeffizient e, ist durch e, := a, mod p, gegeben. Seien

(n—1)

d:= ay, div p, und ) ‘=aj+d-a,; mode (4.13)
fir y = 2,...,n. Dann ist
(n—1) (n—1)
o -
Wn—1:=g,"7" ... 97 ~gp " w (4.14)
ein Element in G—1 und ein Wort in den Erzeugern ¢,_1,..., 9. Induktiv kann man nun
mit dem Wort w,_; fortfahren und auf diese Weise die Exponenten e, _1,...,e; sukzessiv

bestimmen. Die Vereinfachung des WN-Algorithmus im abelschen Fall besteht also darin,
da aufgrund der trivialen Kommutatorrelationen im i-ten Schritt das Wort w; sofort als
Wort in den Erzeugern g, ..., g; geschrieben werden kann (vergleiche (4.14) mit (4.4)).

Die Multiplikationen modulo e in (4.13) werden aus denselben Griinden wie in (3) von Be-
merkung 4.2.4 durch Additionen modulo e via bindrer Methode ersetzt. Daraus folgt, daf die
Anzahl der Additionen in Z. des WN-Algorithmus im abelschen Fall logarithmisch von den
Exponenten «; abhéngt und grob durch die GréBenordnung

O(n” - log(e))

abgeschitzt werden kann. Es wird dabei keine Vorverarbeitungsphase oder zusétzlicher Spei-
cherplatzaufwand fiir eine DFT bendtigt. Die Division mit Rest zur Berechnung von d und e;
im i-ten Schritt spielen fiir die Gesamtkomplexitéit des Algorithmus keine Rolle.

Abschlieflend fassen wir das Ergebnis noch einmal zusammen. Beim PD-Algorithmus héingt
die Gesamtkomplexitéit linear von der Anzahl der Terme des zu reduzierenden Polynoms f
ab, aber nur logarithmisch im Multigrad der Terme. Allerdings konnen die Terme unabhingig
voneinander und damit parallel verarbeitet werden. Damit eignet sich der PD-Algorithmus
insbesondere fiir Polynome hohen Grades mit wenig Termen. Der Standardalgorithmus hingt
dagegen im allgemeinen linear von den Multigraden der Terme ab und eignet sich fiir Poly-
nome niedrigen Grades mit vielen Termen. Damit ist auch die Vorgehensweise bei beliebigen
monomialen Ordnungen, erst mit dem PD-Algorithmus zu reduzieren und dann mit dem
Standardalgorithmus fortzufahren, sinnvoll.
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4.5 Nicht-kommutative Polynomringe

AbschlieBend diskutieren wir, wie sich die Uberlegungen des vorherigen Abschnitts auf den
Fall nicht-kommutativer Polynomringe iibertragen lassen.

Wir fithren als Vorbereitung einige Notationen ein und verweisen fiir Einzelheiten auf [55]. Sei
X eine Menge, das sogenannte Alphabet. Die Menge aller Worter iiber X, bezeichnet mit X*,
ist das von X erzeugte freie Monoid (freie Halbgruppe mit 1). Sei X := {X,,..., X1} und
K ein Korper, dann wird die von X erzeugte Monoidalgebra K(X) = K(X,,,..., X;) iiber K
auch als nicht-kommutativer Polynomring iiber K in den unabhingigen nicht-kommutativen
Variablen X,,..., X1 bezeichnet. Als K-Vektorraum wird dieser von Monomen der Form
X, -+ X;, erzeugt, die gerade den Elementen aus X* entsprechen. Der nicht-kommutative
Polynomring in n Variablen kann auch als Tensoralgebra eines n-dimensionalen freien K-
Moduls charakterisiert werden, wobei die Variablen den Elementen einer Basis des K-Moduls
entsprechen (siehe [38], S. 633).

Eine monomiale Ordnung auf K(X) oder X* ist, analog zur Definition 4.4.1, eine totale
Ordnung > der Monome von X* mit den folgenden Eigenschaften:

(1) Translationsinvarianz: Vmy, mo,r,l € X* : my > mgy = Imqr = lmar.
(2) Wohlordnung: Jede nicht-leere Teilmenge von X* hat ein kleinstes Element unter > .

(3) m =1 fiir alle m € X*.

Man kann zeigen, dafl im kommutativen Fall aus dem Lemma von Dickson folgt, daf fiir jede
totale, translationsinvariante Ordnung die Voraussetzung der Wohlordnung dquivalent ist zu
a >0 fiir alle @ € Z>q (siehe [19], S. 70). Im nicht-kommutativen Fall ist dies nicht richtig.
Ebenso ist das Lemma von Dickson nicht mehr giiltig, wie das folgende Beispiel aus [44] zeigt:
Sei m; := X§X§X1 € K(X3, X9, X1), 7 € N, dann ist das von den m; erzeugte Ideal nicht
endlich erzeugt, da in der Menge {m;|i € N} kein Element ein Vielfaches eines anderen ist.

Fiir unsere weiteren Betrachtungen ben&tigen wir eine spezielle monomiale Ordnung auf X*,
fiir deren Konstruktion wir ein wenig ausholen miissen. Seien zunichst X und Y disjunkte
Mengen und >y und >y monomiale Ordnungen auf X* bzw. Y*. Wir konstruieren nun aus
diesen Ordnungen eine monomiale Ordnung auf (X UY)*. Sei U ein Wort in (X UY)*. Dann
kann U eindeutig in der Form

A0b1A1b2 - ArflbrAr

geschrieben werden, wobei die b; in Y und die A; in X* sind. Sei V ein weiteres Wort in
(X UY)* mit der entsprechenden Zerlegung

Cod1Cidy ... Cs_1dC.

Definiere V - U, falls eine der beiden folgenden Bedingungen gilt:

(i) di...ds>y by ...by.

(ii) by...b, = dy...ds und (Ao,...,A;) kommt vor (Cy,...,C,) in der lexikographischen
Ordnung von (X*)"*!, definiert durch >y .
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Man kann zeigen, da§ > eine monomiale Ordnung auf (X UY')* definiert, die auch Kranzpro-
dukt (wreath product) der Ordnungen >x und >y genannt und mit >x 1 >y bezeichnet
wird (siehe 2.1, [55]).

Sei nun wie oben X = {X,,,..., X1 }. Auf {X;}* gibt es eine eindeutig bestimmte monomiale
Ordnung >;, die durch die Linge des Wortes definiert ist. Dann ist

w = =1 U L Uy (4.15)

wegen der Assoziativitit des Kranzproduktes wohldefiniert und bestimmt eine monomiale
Ordnung auf X*, die als die grundlegende Kranzprodukt-Ordnung (basic wreath-product or-
dering) bezeichnet wird. Es gilt z. B.

X w Xno1>w +++ =w X1 und XZX] }WXin,
fir1 <i<j<n.

Die Grundlagen zur Theorie der nicht-kommutativen Grobnerbasen wurden bereits von Berg-
man in [5] gelegt. Fiir eine Darstellung dieser Theorie verweisen wir auf [44]. Im folgenden
sei ein Ideal I C K(X) = K(X,,,...,X1) immer als zweiseitiges Ideal vorausgesetzt. Ist >
eine monomiale Ordnung auf K(X), dann kann man vollig analog zum kommutativen Fall
den fithrenden Term LT(f) fiir f € K(X) und das von LT(I) erzeugte Ideal der fithrenden
Terme (LT(])) definieren. Eine Teilmenge G C I heifit nicht-kommutative Grébnerbasis, falls
(Lr(I)) = (L1(9)|g € G). Der Reduktionsprozef (nicht-kommutative multivariate Polynom-
division) ist analog zum kommutativen Fall. Sei z.B. f € K(X) und o.B.d. A. Lc(f) = 1,
also f = LT(f) + f' mit geeignetem f’' € K(X). Ein Monom m hat LT(f) als Teilwort, falls
m = miLT(f)msy fiir Monome my, my gilt. Die Reduktion von m bez. f ist dann mq(—f")ma.
Auf diese Weise kann rekursiv die Reduktion eines Elements aus K(X') bez. einer beliebigen
Folge von Elementen definiert werden. Wie im kommutativen Fall fiithrt der Reduktionspro-
zefl bez. einer Grobnerbasis G nach endlich vielen Schritten auf einen eindeutig bestimmten
Rest. Allerdings treten bei der Erweiterung der Theorie der Grobnerbasen auf den nicht-
kommutativen Fall grofie Schwierigkeiten auf (siehe [30]): Im allgemeinen ist das ,, Wortpro-
blem* fiir Ideale in K(X) nicht entscheidbar, d.h. es kann keinen allgemeinen Algorithmus
zur Konstruktion von Grobnerbasen geben. Dariiber hinaus sind Grébnerbasen im nicht-
kommutativen Fall im allgemeinen nicht mehr endlich. In [44] findet man einen Algorithmus,
der ausgehend von einer endlichen Basis eines Ideals I C K(X) in endlich vielen Schritten
eine endliche Grobnerbasis von I berechnet, falls eine solche Basis existiert. Der Algorithmus
stoppt nicht, wenn I keine endliche Grobnerbasis hat, d.h. (LT(I)) nicht endlich erzeugt ist.

Wir interessieren uns im folgenden fiir einen einfachen Spezialfall. Sei G’ wie in (2.7) eine kon-
sistent pc-prisentierte endliche auflésbare Gruppe. Analog zum kommutativen Fall definiert
X; — gi, i = 1,...,n, einen surjektiven Homomorphismus ¢ : C(X,,,..., X;) — CG, dessen
Kern I := ker(p) ein zweiseitiges Ideal ist. Die pc-Relationen von G definieren analog zu
(4.11) eine Menge G C I durch:

fi = XPI-Xh X 1<i<n,
fij = XiXj - XpXo X9 XpT, 1<i<j<n,

Wir fixieren im folgenden die durch (4.15) definierte monomiale Ordnung >, auf C(X), dann
gilt LT(f;) = XP" und v7(f;;) = X;X,. In Verallgemeinerung des Satzes 4.4.7 gilt:
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Satz 4.5.1 Die Menge G := {f;,1 <i <, fi;,1 <i < j <n} ist die reduzierte Grobnerbasis
von Ig C C(X,,...,X1) beziiglich der Kranzprodukt-Ordnung > .

Beweis: Dies zeigt man vollig analog wie im kommutativen Fall (siehe Beweis zu Satz
4.4.7). Aus Dimensionsgriinden folgert man, da§ I; mit dem von G erzeugten Ideal I iiber-
einstimmt. Die Menge {m € X* : m ¢ (L7(I))} der Standardmonome besteht wiederum aus
den p; - ... p, Normalformen, woraus man wie im kommutativen Fall schliefflen kann, daf}
(LT(fi),1 <i <n,Lr(fij),1 <i<j<n)=(LT(Ilg)) gelten mufl. O

Die Reduktion nicht-kommutativer Polynome in K(X) modulo Idealen der Form I kann
damit analog zu Abschnitt 4.4.3 via Wortnormalisierung durchgefiihrt werden. Im Fall von
iiberauflosbaren Gruppen kann dabei der in Abschnitt 4.1 beschriebene schnelle WN-Algo-
rithmus als Unterroutine zur Wortnormalisierung verwendet werden.



Kapitel 5

FFTs iiberauflésbarer Gruppen

In Kapitel 3 wurde die Generierung einer DFT D = GB/QZID]g einer iiberauflésbaren Gruppe
G behandelt. In diesem Kapitel wollen wir uns der Auswertung CG > a — D(a) des durch
D:CG — eaﬁ;:lcdk *dk definierten Algebrenisomorphismus widmen. Aus algebraischer Sicht
ist dies die simultane Auswertung einer Transversalen Dq,..., Dy von irreduziblen Darstel-
lungen von G. In Matrixterminologie entspricht dies der Multiplikation der entsprechenden
DFT-Matrix D mit einem Eingabevektor a := (a4)4cq-

Ein geeignetes Komplexititsmaf fiir das DFT-Auswertungsproblem ist die von Baum und
Clausen eingefiihrte lineare Komplexitit von Matrizen und Gruppen (siehe [15], Kapitel 3,
und Abschnitt 5.1 fiir eine Zusammenfassung). Beziiglich dieses Komplexititsmafies haben
dieselben Autoren fiir allgemeine endliche Gruppen die untere Schranke 1|G|log |G| fiir die
DFT-Auswertung bewiesen.

Wie schon in der Einleitung erwiahnt, wurde von Beth fiir endliche auflésbare Gruppen ein Al-
gorithmus zur Auswertung verallgemeinerter DFTs angegeben, der dies mit O(|G|*/2) Opera-
tionen bewerkstelligt [8]. Clausen hat in [14] fiir den Fall der symmetrischen Gruppen S, einen
Algorithmus beschrieben, der fiir die DFT-Auswertung O(n? - n!) Operationen benétigt, also
asymptotisch fast linear in der Gruppenordnung n! ist. Fiir den Fall endlicher iiberauflésbarer
Gruppen hat Baum in [2] einen schnellen O(|G|log|G|)-Algorithmus angegeben, der also im
Hinblick auf die untere Schranke bis auf einen konstanten Faktor (der dariiber hinaus klein
ist und durch die Konstante 8.5 abgeschitzt werden kann) asymptotisch optimal ist. Weitere
Resultate und Hinweise auf die Literatur findet man in [42].

In Abschnitt 5.2 fassen wir den in [2] beschriebenen rekursiven Baum-Algorithmus zusammen.
Um auch wihrend der Laufzeit des Algorithmus eine obere Schranke fiir den Speicherplatzbe-
darf zu garantieren, der linear in der Gruppenordnung |G| ist, wurde der Baum-Algorithmus
in einer iterativen Variante implementiert, die wir in Abschnitt 5.3 beschreiben. Man erkennt
dann sofort, dal der Baum-Algorithmus einer Faktorisierung der DFT-Matrix in diinn besetz-
te Matrizen entspricht. In den beiden folgenden Abschnitten geben wir Beispiele und Details
zur Implementierung und diskutieren das Laufzeitverhalten des Algorithmus.

93
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5.1 Lineare Komplexitidt von Matrizen und Gruppen

Die lineare Komplezitit L(D) der DFT-Matrix D ist die minimal benétigte Anzahl von Ad-
ditionen, Subtraktionen und Skalarmultiplikationen, um das Matrix-Vektor-Produkt D - a fiir
beliebiges a € CI¢l zu berechnen. Falls die Programmkonstanten dem Betrage nach durch den
Wert 2 beschrinkt sind, wird die entsprechende minimale Anzahl Ly(D) auch als 2-lineare
Komplexitit von D bezeichnet. Die lineare Komplexitit L(G) einer endlichen Gruppe G ist
definiert durch

L(G) := min{L(D) | D € DFT(G)}. (5.1)

Analog definiert man L9(G). Es gelten trivialerweise die Abschiatzungen
Gl=1< LG) < 2G| (G- 1) wd L(G) < Ly(G). (5.2

Ein Satz von Morgenstern [43] zusammen mit den klassischen Schurrelationen fithren zu der
Abschitzung (siehe [3])

1
L3(G) > 7/G|log G, (5.3)

Kann also eine DFT mit nur O(|G|log |G|) Additionen, Subtraktionen und Skalarmultiplika-
tionen mit kleinen Programmkonstanten < 2 ausgefiihrt werden, so ist dies im Lo-Modell im
wesentlichen optimal. Damit verdient also jeder Algorithmus, der eine DFT mit O(|G|log |G])
Operationen auswerten kann und dabei nur Programmkonstanten vom Betrag < 2 benutzt,
mit Recht den Namen schnelle Fouriertransformation bzw. FFT. Fiir weitere Details beziiglich
unterer Komplexititsschranken sei auf Kapitel 13 von [12] verwiesen.

Zum Beispiel treten bei der Cooley-Tukey FFT von CG, G zyklische 2-Gruppe, nur Ein-
heitswurzeln als Programmkonstanten auf. Die Anzahl der arithmetischen Operationen kann
durch die obere Schranke 3|G|log |G| abgeschiitzt werden, und damit ist der Algorithmus im
wesentlichen optimal im Lo-Modell.

5.2 Baum-Algorithmus

Aus Abschnitt 3.1 wissen wir bereits, dafl jede iiberauflosbare Gruppe G mit Hauptreihe
T=(G=G,>Gy 1>...>G1>Gy = {1}) eine e-monomiale T-angepafite DFT D = @ZZIDk
besitzt. Fiir alle 1 <4 < n ist dann D|G; eine T;-angepafite Darstellung, wobei 7; die Kette
(Gi > ...> Gy) bezeichne. Seien Fi,..., F, die unterschiedlichen irreduziblen Konstituenten
von D}G,_i. Dann ist D" ! .= ®)_,Fy eine monomiale 7,_j-angepafite DFT von CG,,_;.
In unserem Komplexitdtsmodell von Abschnitt 5.1 verursacht Kopieren keine Kosten, und es
gilt daher L(D"|G, 1) = L(D"'). Diese Eigenschaft von T-angepafiten DFTs macht sich
nun der Baum-Algorithmus zunutze.

Statt D = @ﬁlek an einem g € CG,, direkt auszuwerten, wird a entsprechend der Nebenklas-
senzerlegung G = L]?;é ¢Gy 1, p:=[G: G,_1], umgeschrieben. Mit geeigneten a; € CGp_1
gilt dann a = Z?;é ¢’a; und damit

p—1 p—1 h
D(a) = ¥ D(g))(DIGn-1)(a;) = 3 €D Dr(g")(DilGn-1)(ay). (5.4)

§=0 =0 k=1

<
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Die Berechnung von D({Gy,_1)(a;) entspricht bis auf zusétzliche (kostenlose) Kopieropera-
tionen der Berechnung von D"~ '(a;). Damit kann also die Auswertung D(a) der DFT D von
G\, zuriickgefithrt werden auf

(i) p Auswertungen D"~ !(ay),..., D" !(a,_1) der DFT D"~! von G, 1,
(ii) p Multiplikationen mit den entsprechenden , Twiddle“-Faktoren D(g’) und

(iii) anschlieflender Addition der entprechenden p Summanden.

Diese Vorgehensweise fiihrt zu einem rekursiven ,,Divide & Conquer*-Algorithmus. Im ,,Divi-
de“-Schritt wird (i) und im , Conquer“-Schritt werden (ii) und (iii) berechnet. Dabei kann der
, Conquer“-Schritt sehr effizient durchgefiihrt werden. Hierfiir betrachten wir eine Darstellung
Dy von CG. Nach Abschnitt 2.4 gibt es fiir die Einschrankung F' := Dp|G,_; genau zwei
Félle:

Fall 1. F ist irreduzibel, und es gibt genau p iniquivalente irreduzible Erweiterungen Dy =
Dy, -y Dy,_, € Trr(G,T) von F. Wegen der T-Angepafitheit sind die Dy, Tensor-
produkte Dy, = x! ® Dy, von Dy, mit den linearen Charakteren 1 = x% ..., x?~! der
zyklischen Gruppe G/G,,—1. Es gilt also fir 0 <1 <p—1

p—1
Dy, (a) =Y x (¢’ Gno1) D9’ F (ay). (5.5)
=0
Damit konnen die Eintrdge der darstellenden Matrizen Dy, (a),...,Dy,_,(a) an der

Stelle a simultan mit Hilfe von ,lokalen“ FFTs der zyklischen Gruppe der Ordnung p
berechnet werden.

Fall 2. F' ist nicht irreduzibel und 148t sich als direkte Summe von genau p iniquivalenten
irreduziblen Darstellungen Fy,..., Fy _, € Trr(Gy_1,Tp—1) schreiben. In diesem Fall
gilt also

p—1
Di(a) = 3" De(¢?) - (Fiy () & ... & Fi, , (ay)). (5.6)
j=0

Die , Twiddle“-Faktoren Dy, (¢7) sind monomial. Dariiber hinaus sind, wie unmittelbar
aus der Definition der Induktion (siehe Abschnitt 2.1) ersichtlich ist, die p Summanden
deg(F},)-blockmonomiale Matrizen mit paarweise disjunktem Triger. Sind also die dar-
stellenden Matrizen Fy, (a;), 0 < 1,5 < p, gegeben, so ist zur Berechnung eines Eintrages
von Dg(a) nur eine Multiplikation notig.

Eine Analyse des Baum-Algorithmus findet man in [2] bzw. [15]. Wir fassen das Ergebnis im
folgenden Satz zusammen:

Satz 5.2.1 (Baum) Ist G eine endliche tiberauflésbare Gruppe mit Hauptreihe T, dann ist
die T -angepafte DFT von G monomial und kann mit mazimal vy - |G| - log |G| Operationen
ausgewertet werden, wobei 1.5 <y < 8.5 von den Primteilern von |G| abhingt.

Der Baum-Algorithmus ist also, bis auf eine Konstante, optimal in dem in Abschnitt 5.1 de-
finierten Komplexititsmaf und verdient damit den Namen , Fast Fourier Transform* (FFT).
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5.3 Baum-Algorithmus als Matrixfaktorisierung

Wie schon in der Einleitung erwéihnt, entspricht die DFT-Auswertung in Matrixterminologie
der Multiplikation der entsprechenden |G| x |G|-DFT-Matrix D mit einem Eingabevektor
a:= (ag)geq € Cl¢l. In diesem Abschnitt untersuchen wir, wie der Baum-Algorithmus sich
matrixtheoretisch deuten 148t.

Hierfiir benttigen wir die folgende Notation. Sei GG eine iiberauflésbare Gruppe der Ordnung
N :=|G|. Es sei T eine Hauptreihe von G mit Primfaktoren p; := [G; : G;—1],i =1,...,n.
Fir 1 <4 < j < n definieren wir

Ijay = [0:pj =1 x ... x [0: p; — 1].

Mit I := I, gilt dann offensichtlich I = Ij;,.;1 1) X Ij;.q). Wir ordnen die Gruppenelemente
g € G lexikographisch in den Exponenten ihrer Normalform (siehe (2.6)) an. Damit erhalten
wir eine Numerierung der Gruppenelemente, die als Standardbasis der Gruppenalgebra CG
dienen. In dieser Basis entspricht jedem Element a € CG ein Vektor a € CN der Form

T
a = [0(0,..0,0): 4(0,..0,1)5 -+ 4(0,..0p1-1)1 4(0,..1,0)): -+ Ham,.oiazan) -+ =+ Apn—1,pa—Tpr—1)]
so daf
= Z Uap,ar) " In" e g7
(an .)€l
gilt. Definiert man fiir (..., @it1) € Lniit]
(1) __ . 5 |
a(an,...,ai+1) L Z a(any---,ai+1,7i,...,71) . gl N gl e (CGZ,

(Yirem1) €y

so hat a beziiglich der Nebenklassenzerlegung von G; in G die Zerlegung

_ an | Coip1r | (4)
a= Z In" "Gkl T Yap,aign)?

(@n s @i 1) €l g1
und es gilt die Rekursionsformel

pi—1
() _ Z jo. (i=1)
a(an;-“sai-l-l) B gz a(ans"'aai-#—lsj)'
Jj=0

Wie in Abschnitt 3.3 bezeichne D;;, 0 < 4 < n, 0 < k < h;, die k-te Darstellung von
Irr(Gy, T;), wobei h; die Anzahl der Konjugationsklassen von G; ist. (Die Numerierung der
Dy, die im folgenden keine wesentliche Rolle spielt, kann beliebig gewihlt werden und mufl
dann fixiert werden. Wir wéhlen die durch die Implementierung des BC-Algorithmus vor-
gegebene Konstruktionsreihenfolge als Numerierung mit den in Abschnitt 3.3 beschriebenen
Eigenschaften.) Im folgenden werden die Matrizen D;x(b) € C*¢, d = deg(D;x),b € CG;,
durch Aneinanderhiingen ihrer Zeilenvektoren als Zeilenvektoren der Linge d? interpretiert.
Mit dieser Konvention entspricht die Auswertung der DFT in a € CG der Berechnung des
Matrix-Vektor-Produkts

D - a = [Dyo(a),Dpi(a),...,Dpp, 1(a)]".
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In der iterativen, matrixtheoretischen Form hat der Baum-Algorithmus im i-ten Schritt,
1 <4 < n, den Vektor

. - . _ T
a(“l) = [Di—l,o(ag:),..l.?o))ﬂ e 7D’i*1,hi—1*1(agz],_l,?[]))’ ...... ,Difl’hiilfl(a(z 1)11---,Pi*1))i|

als Eingabe und den Vektor

; i i i T
a(l) = |:Di,0(a§0)’m’0))7 s 7Di,hi*1(a§0)’m’(]))a ----- aDi,hifl(a( ) ))j|

(Pn—1,cpig1—1
als Ausgabe. In dieser Notation gilt also a(® = a und a® = D . a. Die Vektoren a("),
0 <4 < n, haben alle die Lénge

h;—1
Tign - Y deg(Dix)* =[G : Gi] - |Gi| = |G| = N,
k=0

und der Ubergang von a=") zu a( wird durch eine Matrix M(® e CV*N beschrieben. Im
i-ten Schritt miissen nach Abschnitt 5.2 bei der Berechnung der Eintréige von

pi—1
) , -
Di’k(aEQn,---,aiﬂ)) - Z Di’k(gi)] 'Di’k(a&n,-)--,awl,j))’ (5.7)
§=0
dieja gerade fir k = 0,...,h;—1 und (a, ..., aj41) € Iy.i41) die Eintrédge von a( ausmachen,

zwei Fille unterschieden werden. Im ersten Fall berechnen sich die Eintriage von (5.7) nach
der Formel (5.5). Mit anderen Worten ist in diesem Fall ein jeder solcher Eintrag von a(®
eine komplexe Linearkombination von genau p; Eintrigen von a1 und die Matrix M®
hat in den entsprechenden Zeilen genau p; von Null verschiedene Eintrige. Im zweiten Fall
berechnen sich die Eintrdge von (5.7) nach der Formel (5.6). Damit ist ein jeder solcher
Eintrag von a() ein Vielfaches eines Eintrages von a(i=!)
komplexen Faktor, und die Matrix M() hat in den entsprechenden Zeilen genau einen von
Null verschiedenen Eintrag. Aus den Formeln (5.5) und (5.6) folgt weiterhin, daf fiir die
Spalten der Matrix M(® _simultan“ analoge Aussagen gelten. Da die von Null verschiedenen
Eintrige der e-monomialen , Twiddle“-Faktoren e-te Einheitswurzeln sind, gilt dasselbe fiir
die Matrizen M(®). Wir fassen das Ergebnis in dem folgenden Korollar zusammen.

mit einem von Null verschiedenen

Korollar 5.3.1 Aus matriztheoretischer Sicht entspricht dem Baum-Algorithmus eine Fak-
torisierung der DFT-Matriz D in ein Produkt

D=M®. .. M2. MO (5.8)

diinn besetzter Matrizen. Dabei hat die Matriz M) _simultan® in jeder Zeile und Spalte
entweder genau einen oder genau p; von Null verschiedene FEintrige. (D.h. ist (u,v) die
Position eines von Null verschiedenen Eintrags von M®), dann haben die u-te Zeile und v-te
Spalte von M entweder genau einen oder genau p; von Null verschiedene Eintrage.) Dabei
sind alle von Null verschiedenen Eintrige e-te Finheitswurzeln.
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Dariiber hinaus folgt aus Abschnitt 5.2, daf} jeweils p; Zeilen mit p; von Null verschiedenen
Eintrigen der Matrix M® gimultan durch eine ,lokale* zyklische FFT der Lénge p; ausge-
wertet werden konnen. Da eine zyklische FFT der Linge p; mit O(p;log(p;)) Operationen
durchgefiithrt werden kann (siehe z. B. Kapitel 4 von [15]), ergibt sich bei der Matrix-Vektor-
Multiplikation mit M(®) im j-ten Schritt ein Aufwand der GréBenordnung O(log(p;)) je Vek-
toreintrag (im zweiten Fall sogar nur O(1)). Damit folgt aus der Matrixfaktorisierung (5.8)
sofort die folgende Grofienordnung des Baum-Algorithmus (vergleiche mit Satz 5.2.1):

S0 (G - log(pi)) = O <G|logﬂpi> = 0(/G|l0g G).
i=1

=1

Da alle Programmkonstanten (Matrixeintriage) e-te Einheitswurzeln sind, gilt diese Abschét-
zung sogar im Ly-Modell von Abschnitt 5.1.

5.4 Beispiele

In diesem Abschnitt setzen wir die Beispiele von Abschnitt 3.3 fort und verwenden die dort
eingefithrte Notation.

5.4.1 Symmetrische Gruppe 53

Mit unseren Konventionen zur Numerierung der Gruppenelemente und der Matrixkoeffizien-
ten der darstellenden Matrizen hat die Ss die folgende DFT-Matrix (w primitive 6-te Ein-
heitswurzel):

1 g 9 9 %00 99

1 1 1 1 1 1 D5
1 1 1 -1 -1 -1 D5,
1w Wt 0 0 0 (D2,2)(0,0)
D =
0 0 0 1wt w? (D2,2)(0,1)
0 0 0 1 w2 W (D2,2)(1,0)
|1 Wt WP 0 0 0 | (D22)a,

Der Baum-Algorithmus impliziert eine Matrixzerlegung D = M®). M) die wir im folgenden
explizit herleiten. Mit der Notation aus Abschnitt 5.3 gilt

a = aly) +92- afy) = (a0, + (0,1 91 + a0 - 97) + 92 - (aq10) + a1y - 91 + a2 - 97):
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Die Vektoren al), 0 <4 < 3, sind durch

al” [2(0,0)5@(0,1)5 @(0,2)5 (1,0 (1,1)5 A(1,2)]
al) = [Dio(@) Dri(all), Dis(@l). Dio(al)), Dri(al), Dia@]”

= [a0.0) 20,1 +8(0,2) 80,0 T 80,1y +0 4 a(0,2), 80,0y +0 a0, 1)+ a(0,2), a0y Fa(1, 1y Ha(1,2)5 ]
al? [D2,0(a), Da,1(a), D22 (a)]"

1 1 1 1 1 1 1 NE
= [Dl,o(agog)-l-DLo(aElg),D1,0(a50g)—D1,0(051§),D1,1(a50g),D1,2(a8),D1,1(a51g),D1,2(aEOg)]

gegeben. Daraus ergeben sich unmittelbar die Matrizen

und M® =

w
w w

O OO = ==
—_ = O OO
= o= O OO
OO OO
S OO = OO
_0 O oo oo
OO OO
O = OO OO
SO = O OO

Bei al) = M . al® kénnen jeweils die ersten drei und die letzten drei Eintrige simultan
durch ,lokale“ zyklische FFTs der Linge 3 berechnet werden. Bei a® = M® . a(® kénnen
die ersten beiden Eintrige simultan durch eine ,lokale“ zyklische FFT der Linge 2 berechnet
werden.

5.4.2 Zyklische Gruppe Cy

Der Baum-Algorithmus ist im Fall der zyklischen Gruppe Co» nichts anderes als der Cooley-
Tukey-Algorithmus. Es sei im folgenden N := 2" und w eine primitive N-te Einheitswurzel.
Fiir G = Cy besteht Irr(G) nur aus 1-dimensionalen Darstellungen und wird zusammen mit
dem Tensorprodukt als Multiplikation ebenfalls zu einer zyklischen Gruppe der Ordnung N.
Bei der klassischen DFT-Matrix (w/*)g<;r<n sind die Elemente der Standardbasen in CG
bzw. Irr(G), also die Gruppenelemente bzw. die 1-dimensionalen Darstellungen, entsprechend
dem Exponenten ihres jeweiligen Erzeugers angeordnet. Diese Numerierung stimmt nicht mit
unseren Konventionen zur Numerierung iiberein. Sei £ € [0 : 2" — 1] und (s ...ay) die
Binéirdarstellung von k, dann folgt aus der pc-Darstellung (3.11)

g =g g3 g (5.9)

Mit anderen Worten, die beiden Numerierungen der Gruppenelemente sind durch die Permu-
tation 3, aus (3.12) ineinander iiberfiihrbar. Sei B die Permutationsmatrix zu f3,,, dann ist
B offensichtlich zu sich selbst invers. Aus (3.13) und (5.9) folgt dann fiir die DFT-Matrix

D =B®™ . (w*). B™

Der Baum-Algorithmus liefert eine Matrixzerlegung D = M® . M® MO, Mit der
Notation aus Abschnitt 5.3 gilt fiir ein Element al¥ e CaG;

(@ yeees@ig1)

(i) _ (i-1) (i=1)
Dik(a, ai) = Picvk/2)(0, " aii0) + Dik(9i) - Dici 2@, o1
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Hieraus folgt mit b(i, k) := D; 1(9:) = w?"7'Bi(k) (unter Benutzung von (3.13)), daf M) eine
Blockdiagonalmatrix der Form Idjg.q,) ® N ist mit einer |G;| x |G4|-Matrix

10 0 b(i,0) 0 0
10 0 b(,1) 0 0
0 1 0 0 b(i, 2) 0
NGO .— | 0 1 0 0 b(i, 3) 0
00 ... 10 0 oo b(3,20 = 2)
00 ... 10 0 oo b(d,20 1)

Es folgt leicht b(i,2k 4+ 1) = —b(i,2k), 0 < k < 21, so daB bei al) = M® . ali=1) jeweils
zwei Eintrége mittels einer Multiplikation und einer ,lokalen“ zyklischen FFT der Linge 2
berechnet werden kénnen.

Abschlieflend sei angemerkt, dafl die abelschen Gruppen, wie schon im Fall der DFT-Daten-
struktur und des BC-Algorithmus, den ,worst case“ hinsichtlich der Laufzeit des Baum-Al-
gorithmus darstellen. Dies geht auch aus den Tabellen des Abschnitts 5.5 hervor.

5.5 Implementierung

Der Baum-Algorithmus wurde in seiner iterativen, matrixtheoretischen Version unter densel-
ben Bedingungen wie in Abschnitt 3.4 implementiert und getestet. Die Eingabe des Baum-
Algorithmus besteht aus der DFT-Datenstruktur, die durch den BC-Algorithmus berechnet
wurde, und einem Vektor (oder Signal) a(®) = a € CI¢l. Es werden dann iterativ die Vektoren
a i =1,.... n, bestimmt, wobei zur Berechnung von a(” nur die Daten von ali=!) benétigt
werden. Daher kommt die Implementierung des Baum-Algorithmus mit einem Speicherplatz
aus, der linear in der Gruppenordnung |G| ist.

Beim Baum-Algorithmus werden die Darstellungen D; j, wie aus der Formel (5.4) hervorgeht,
nur auf dem Erzeuger g; ausgewertet, nicht aber auf den Erzeugern gi,...,g;_1. Dies sind
genau die darstellenden Matrizen, die von der DFT-Datenstruktur zur Verfiigung gestellt
werden, so daf} sich die DFT-Datenstruktur optimal zur Verwendung im Baum-Algorithmus
eignet.

Zur Durchfithrung der ,lokalen“ zyklischen FFTs der Liange p wurde der Bluestein-Algorith-
mus (siehe z. B. [9] bzw. [15]) implementiert, der eine Laufzeit der Gréfienordnung O(|p|log |p|)
garantiert. Falls |G| einen grofien Primteiler hat, sind gerade diese ,lokalen® FFTs entschei-
dend fiir die schnelle Laufzeit des Baum-Algorithmus.

Die Inverse der DFT-Matrix D wird durch die inversen Matrizen (M®))~! faktorisiert, die
ebenfalls diinn besetzt sind und dieselbe Struktur wie die M) haben. Die ,lokalen® zykli-
schen FFTs miissen nun durch die inversen ,lokalen“ FFTs ersetzt werden. Hieraus ergibt
sich unmittelbar, daf} sich die Inversion der DFT durch eine leicht modifizierte Variante des
Baum-Algorithmus realisieren 148t und eine Laufzeit in derselben Groflenordnung hat. Die
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Implementierung des Baum-Algorithmus und der inversen Variante werden im folgenden mit
FFT bzw. IFFT bezeichnet.

5.5.1 Laufzeiten

In den folgenden Tabellen sind fiir verschiedene endliche iiberauflésbare Gruppen (siehe Ab-
schnitt 3.4.1) die Laufzeiten der FFT und IFFT angegeben. Experimentell hat sich gezeigt,
dafl bei den Implementierungen die Laufzeiten véllig unabhéingig von dem zu transformieren-
den Eingabevektor a € C/“! sind. Daher wurde in den folgenden Versuchen bei allen Transfor-
mationen derselbe Eingabevektor verwendet. In den ersten vier Spalten der Tabellen findet
man den Gruppennamen, die Gruppengrofie |G|, die Liange n der Hauptreihe und die An-
zahl h der Konjugationsklassen. In den folgenden Spalten sind die Laufzeiten ¢(DFT) fur die
DFT-Berechnung, ¢(FFT) fiir die FFT-Berechnung und ¢(IFFT) fiir die IFFT-Berechnung
jeweils in Millisekunden angegeben. Wie zuvor wurden dabei alle Berechnungen mehrfach
(meist zehnmal) durchgefithrt und die entsprechenden Laufzeiten gemittelt. Um einen bes-
seren Vergleich der Laufzeiten fiir unterschiedliche Gruppen zu gewéhrleisten, sind auch die
Quotienten ¢(FFT)/|G| und ¢(IFFT)/|G| in den Tabellen aufgefiithrt. Es sei daran erinnert,
dal die DFT-Berechnung rein symbolisch in der additiven Gruppe Z, erfolgt, wihrend es
sich bei der FFT und IFFT um Transformationen eines komplexen Signals handelt, also die
Gleitpunktarithmetik verwendet wird (sieche Abschnitt 5.5.2). Gleitkommaoperationen sind
natiirlich wesentlich komplexer als Additionen in Z., was sich in den unterschiedlichen abso-
luten Laufzeiten fiir die DFT und die FFT niederschligt.

Wir starten unsere Diskussion wie in den vorherigen Abschnitten mit direkten Produkten
G = (S3)™ der symmetrischen Gruppe fiir wachsendes m = 3,4, ..., 8 (siehe Tabelle 5.1). Die
Laufzeiten steigen nur wenig mehr als linear in der Gruppenordnung. Dieses Laufzeitverhalten
spiegelt sehr gut die in Satz 5.2.1 angegebene theoretische obere Schranke O(|G|log |G|) wider.
Aufgrund der begrenzten Speicherplatzkapazitit des Hauptspeichers konnten nur Versuche bis
m = 8 durchgefithrt werden (siehe Abschnitt 5.5.2).

G G T n h [t (DFT) [t (FFT) | t/|G| |t OFFT) | /]G]
(S3)? 216 | 6 27 <1 <1 <1

(S3)* 1296 8 81 2 9 | 0.0070 14 | 0.0108
(S3)8 7776 | 10 243 16 97 | 0.0125 72 | 0.0093
(S3)¢ 46656 | 12 729 92 401 | 0.0086 522 | 0.0112
(S3)7 279936 | 14 | 2187 264 2874 | 0.0103 3710 | 0.0133
(S3)® | 1679616 | 16 | 6561 1187 19586 | 0.0117 23925 | 0.0142

Tabelle 5.1: Laufzeiten in Millisekunden der FFT und IFFT fiir (S3)™.

Wie zuvor erwéhnt, spielen die durch den Bluestein-Algorithmus realisierten ,lokalen® zy-
klischen FFTs eine entscheidende Rolle fiir die Effizienz der FFT. Bei den in Tabelle 5.2
verwendeten zyklischen Gruppen G = (), von Primzahlordnung p besteht die FF'T bez. G aus
einer ,lokalen“ zyklischen FFT dieser Linge. Die angegebenen Laufzeiten spiegeln damit das
Laufzeitverhalten des implementierten Bluestein-Algorithmus wider, die auch in diesem Fall
gut mit der theoretischen Gréfienordnung O(|G|log|G|) korrespondieren.
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G |G| | n h | t (DFT) || ¢t (FFT) t/|G| | t (IFFT) t/|G|
Cor 97 | 1 97 <1 <1 <1

Cog7 997 | 1 997 <1 18 | 0.0181 22 | 0.0221
Cogr3 9973 | 1| 9973 9 336 | 0.0337 303 | 0.0304
Cogogr | 99991 | 1 | 99991 105 3507 | 0.0351 3530 | 0.0353

Tabelle 5.2: Laufzeiten des Bluestein-Algorithmus.

Bei unterschiedlichen Gruppen derselben Gruppenordnung gibt es nur kleine Unterschiede
im Laufzeitverhalten der FFT und IFFT (siehe Tabelle 5.3 fiir Beispiele). Wéhrend bei der
DFT insbesondere die Zahlen d'(G) und k (Anzahl der Knoten im Charaktergraph) und we-
niger die Gruppenordnung |G| entscheidend fiir die Laufzeiten sind, gibt es bei der FFT und
IFFT nur eine leichte Tendenz in Richtung sinkender Laufzeiten bei fallenden A und d'(QG).
Dies ist eigentlich iiberraschend. Aus Korollar 5.8 und der anschliefenden Diskussion folgt,
dal Induktionen auf Stufe i der DFT-Generierung zu besonders diinn besetzten Matrizen
M) (mit nur einem von Null verschiedenen Eintrag in den entsprechenden Zeilen) fiihren.
Da viele Induktionen zu einem zur Gruppenordnung kleinen d!(G) korrespondieren, sollte
man daher auch bei der FFT und IFFT eine stiirkere Abhingigkeit der Laufzeiten von d'(G)
erwarten. Eine mogliche Erklarung ist, dafl bei den Implementierungen zur Verwaltung der
Eingabevektoren a € ClGl zusitzliche Operationen benotigt werden (z. B. Kopieroperatio-
nen, Speicherplatzallokationen), die linear in der Gruppenordnung |G|, aber unabhingig von
der jeweiligen Struktur der DFT sind. Diese DFT-unabhéngigen, zusétzlichen Operationen
machen die Abhingigkeit der FFT-Laufzeiten von der DFT-Struktur weniger signifikant.

G ERE h | ¢ (DFT) || ¢ (FFT) | t/|G] | t GFFT) | t/|G]
Libyg4100(6) 44100 | 8 | 44100 239 992 | 0.0225 1122 | 0.0254
Libys100(1) 44100 | 8 | 22050 444 1032 | 0.0234 1068 | 0.0242
Libaa100(13) | 44100 | 8 | 13230 75 915 | 0.0207 1033 | 0.0234
Libsaio0(3) | 44100 | 8 | 3750 140 857 | 0.0194 920 | 0.0209
Libas100(19) | 44100 | 8 | 3675 41 870 | 0.0197 910 | 0.0206

Tabelle 5.3: Laufzeiten fiir verschiedene Gruppen derselben Grofle.

G G| n h |t (DFET) || ¢ (FFT) | /|G| | t AFFT) | t/|G]
Lib1g24(1) 1024 | 10 175 7 10 | 0.0098 12 [ 0.0117
Liba1s7(1) 2187 | 7 155 4 17 | 0.0078 22 | 0.0101
Librs60(1) 7560 | 8| 2295 114 115 | 0.0152 129 | 0.0171
Librs60(54) 7560 | 8 945 4 169 | 0.0224 145 | 0.0192
Libz776(1) 7776 | 10 333 20 92 | 0.0118 71 | 0.0091
Libisgas (35) | 15625 | 6 265 3 349 | 0.0223 324 | 0.0207
Libigooo(1) | 16000 | 10 760 37 319 | 0.0199 308 | 0.0193
Libososy(1) | 22287 | 4 | 22287 90 447 | 0.0201 473 | 0.0212
Syl,(S16) 32768 | 15 230 145 369 | 0.0113 396 | 0.0121
Libasso(1) | 23940 | 7| 3990 115 403 | 0.0168 430 | 0.0180
Libi7oses(3) | 179894 | 5 | 179894 255 4375 | 0.0243 4333 | 0.0241

Tabelle 5.4: Laufzeiten fiir verschiedene Gruppen der Bibliothek.
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In Tabelle 5.4 sind die FFT- und IFFT-Laufzeiten fiir die Gruppen aus Tabelle 3.4 ange-
geben. Die in den vorherigen Versuchen getroffenen Aussagen zu den Laufzeiten spiegeln
sich auch in diesen Beipielen wider. Auffallend sind die vergleichsweise geringen Laufzeiten
der 2-Gruppe Syl,(S16) der Ordnung 32768 = 2'5 oder der Gruppe Lib7776(1) der Ordnung
7776 = 2° - 3°. Diese sind darin begriindet, da§ die bei der Berechnung der ,lokalen“ FFTs
benotigten zyklischen FFTs fiir die Langen p = 2 und p = 3 optimiert wurden und fiir die
restlichen Primzahlfaktoren der allgemeine Bluestein-Algorithmus verwendet wird.

Die FFTs bez. elementar-abelscher Gruppen sind gerade die sogenannten Walsh-Hadamard-
Transformationen. Um einen Vergleich unserer FFT-Implementierung fiir allgemeine iiberauf-
l6sbare Gruppen mit géngigen Implementierungen fiir die Walsh-Hadamard-Transformation
zu erlauben, sind in der folgenden Tabelle 5.5 die FFT- und IFFT-Laufzeiten bez. einiger
elementar-abelscher Gruppen angegeben.

G 1G] | n h ]t (DFT) || ¢t (FFT) | t/|G] | ¢t AOFFT) | ¢/|G]
(C)T™ [ 131072 | 17 | 131072 5035 2431 | 0.0185 2643 | 0.0202
(Cs)'t | 177147 | 11 | 177147 1627 2421 | 0.0137 3141 | 0.0177
(C)® | 117649 | 6 | 117649 359 2081 | 0.0253 3005 | 0.0255
(Ci1)® | 161051 | 5 | 161051 353 4153 | 0.0258 4195 | 0.0260
(Cig)* | 130321 | 4 | 130321 250 2999 | 0.0230 3043 | 0.0234
(Cs3)® | 148877 | 3 | 148877 231 2651 | 0.0178 2756 | 0.0185
(Cas3)? | 146689 | 2 | 146689 205 2768 | 0.0189 2571 | 0.0175
Clageos | 149993 | 1 | 149993 199 7196 | 0.048 7193 | 0.0480

Tabelle 5.5: Laufzeiten fiir elementar-abelsche Gruppen.

5.5.2 Gleitkommaarithmetik

In diesem Abschnitt wollen wir kurz auf die Probleme eingehen, die bei Benutzung von Gleit-
kommaarithmetik entstehen. Die Auswertung der DFT einer endlichen Gruppe G ist eine
invertierbare Transformation C/¢l — Cl¢! komplexer Vektoren (Signale). Eine komplexe Zahl
kann in einer Maschine, in der die Menge der darstellbaren Zahlen endlich ist, nur approxi-
mativ dargestellt werden. Fiir reelle Zahlen wird meist die sogenannte Gleitkommadarstellung
verwendet, in der eine Maschinenzahl durch Exponent und Mantisse mit einer jeweils festen
Anzahl an Stellen dargestellt ist (siehe [58]). In unserer Implementierung wird eine reelle Zahl
durch den Datentyp double dargestellt. Ein double besteht aus 8 Bytes und deckt einen Zah-
lenbereich von +/ —1.7E308 mit einer Genauigkeit von mindestens 15 Stellen ab. Ein Vektor
a € C% ist also in Form von 2|G| Zahlen vom Typ double gegeben. Ist z.B. G = S§, dann
benotigt ein komplexer Eingabevektor a schon 16 - |G| ~ 27 MB, so daf man fiir noch grofiere
Gruppen schnell an die Grenzen der Hauptspeicherkapazitit stofit (bei unserem Rechner 128
MB). Dies ist auch der Grund, warum unsere in Tabelle 5.1 dargestellte Versuchsreihe mit
der Gruppe G = S§ endet.

Die Eintriage einer durch den BC-Algorithmus berechneten DFT-Matrix (gegeben in Form
der DFT-Datenstruktur) sind e-te Einheitswurzeln und liegen symbolisch in Form der Expo-
nenten einer primitiven e-ten Einheitswurzel w vor. Zur Auswertung der DFT-Matrix mittels
der FFT auf einem Eingabevektor a, der in Gleitkommadarstellung gegeben ist, miissen daher
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die Einheitswurzeln in Gleitkommazahlen umgewandelt werden, wobei aus signaltheoretischen
Griinden die Einheitswurzel w = exp(—%”) gewihlt wurde. Hierbei kommt es im allgemeinen
zu Rundungsfehlern, die sich bei Anwendung der FFT auf das zu transformierende Signal a
fortpflanzen und durch die Gleitkommaarithmetik verstirken. Nachfolgende Anwendung der
IFFT fiihrt also nicht auf das urspriingliche Signal a zuriick, sondern auf ein leicht gestortes
Signal. Man spricht hierbei auch von algorithmischem Rauschen. Durch kaskadierte Anwen-
dung der FFT und IFFT (und eventueller Zwischenverarbeitung) kénnen sich die Rundungs-
fehler aufschaukeln, so daf§ es in konkreten Anwendungen, insbesondere bei hochauflésenden
Signalanalysen, wo lange FFTs bendtigt werden, zu nicht mehr akzeptablen Verzerrungen
des Signals kommen kann. Fiir die zyklische FFT (Cooley-Tukey) gibt es theoretische obere
Schranken der Rundungsfehler bei Verwendung der Gleitkommaarithmetik (siehe z. B. [50]).
Wir wollen mit den folgenden Tabellen illustrieren, wie sich die Rundungsfehler bei verallge-
meinerten FFTs verhalten. Dabei ist a ein komplexer Eingabevektor der Liange |G| und |al9
die euklidische Norm, d.h. die Energie von a. Die Energie des Fehlersignals nach m-facher
Kaskadierung, m € N, der FFT und IFFT ist mit err(m) bezeichnet.

Natiirlich hingt bei Gleitkommarechnung der Rundungsfehler von der Energie des Eingabe-
vektors ab, so daff nur ein Vergleich der normalisierten Rundungsfehler err(m)/|al2 sinnvoll
ist. Allerdings sind die Rundungsfehler nicht nur von der Energie des Signals, sondern auch
von den Mantissen der Signalwerte abhingig, wie die beiden Beispiele von Tabelle 5.6 illustrie-
ren. Wihrend es sich beim ersten Beispiel um ein Chirpsignal handelt, sind die Signalwerte
des zweiten Beispiels ganze Zahlen (so daf in diesem Fall fast alle Stellen der Mantisse Null
sind).

G [€] lal> || err(1) err(10) || err(1)/[a] | err(10)/]als
Libirosga(1) | 179894 | 4.4-107 [ 33-10° [ 33-10 2 |[75-10 L [7.5-10°
Libirgsga(1) | 179894 | 4.2-10% || 42-107° | 42-107° || 1.0-10* | 1.0-10°7

Tabelle 5.6: Rundungsfehler in Abhéingigkeit vom Eingabevektor.

Bei unseren Versuchen stellte sich heraus, daf§ die Rundungsfehler in etwa linear in der Linge
m der Kaskade sind, wie auch die Beispiele in den Tabellen 5.6 und 5.7 zeigen.

G 1G] lala || err(1)/]als | err(10)/[a]2 | err(10%)/]als | err(10%)/]als | err(10*)/]al.
Gios | 128 | 1.13- 10" || 7.37-10""™ | 7.27-107™ | 7.25-10"13 7.23-10" 12 7.23-10"1
Dg; | 194 | 1.39-10" || 4.81-10713 | 4.81-10"'2 | 4.81-10~1 4.81-10~10 4.81-107°

Tabelle 5.7: Rundungsfehler in Abhéingigkeit von der Anzahl der Kaskaden.

Interessanter ist die Beobachtung, dafl die Rundungsfehler bei verallgemeinerten FFTs nicht
von der Linge des Signals abhiingen, sondern vom Exponenten e(7) der in G gewihlten
Hauptreihe 7. (sieche Abschnitt 3.5.2). Dies wird durch die Beispiele in Tabelle 5.8 belegt. So
sind z. B. die Rundungsfehler bei den zyklischen Gruppe Cgggg1, Co16 und Clyq109, bei denen
der Exponent e(7") mit der jeweiligen Gruppenordnung iibereinstimmt, um Ordnungen grofier
als bei den Gruppen mit kleinem Exponenten wie z. B. (C)'® und (S3)”.
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G Gl | e(T) laf || err(1) err(1)/[al>
Casost 99991 | 99991 | 1.8-107 | 49-10 L | 2.7-10 ©
(S3)7 279936 653102 || 26-10710 | 4.8.1073
Coro 65536 | 65536 | 2.6-102 || 6.3-10 7 | 2.4-10 °
(Cy)16 65536 2126-102 || 1.5-1071 | 6.0 10"
Cia100 44100 | 44100 | 2.1-10° || 3.8-10~7 | 1.8-107°
Lib100(19) 44100 | 1050 | 2.1-10% || 6.8-10° | 3.2-10 !
(C2)2 x (C5)? x (C5)2 x (C7)? | 44100 | 210 | 2.1-10% || 1.1-1071° | 531013

Tabelle 5.8: Rundungsfehler in Abhéngigkeit vom Exponenten e(7T).

Die Gleitkommaarithmetik ist zwar recht genau, aber auch bei Verwendung von spezialisierten
Prozessoren fiir die meisten Echtzeitanwendungen zu langsam und fiir Hardwareimplementie-
rungen zu teuer. Wird aus diesen Griinden die giinstigere Festkommaarithmetik verwendet,
so hat man den Nachteil eines wesentlich verstirkten algorithmischen Rauschens. Man muf}
daher nach anderen Wegen zur schnellen Realisierung der komplexen Arithmetik suchen.
Clausen stellt in [13], Abschnitt 11, ein Verfahren vor, das die Explosion von Rundungsfeh-
lern beim approximativen Rechnen mit komplexen Zahlen durch das (parallele) Rechnen in
mehreren (kleinen) endlichen Kérpern verhindert. Grundlage hierfiir ist der dort bewiesene
Satz:

Satz 5.5.1 Seiw eine primitive n-te Einheitswurzel. Z[w] liegt genau dann dicht in C, wenn
n ¢ {1,2,3,4,6}.

Die komplexen Eintrége des Eingabevektors werden fiir geeignetes w durch ganze Zahlen Z|w]
des Kreisteilungskorpers Q[w] approximiert. Nur in diesem Schritt treten Approximationsfeh-
ler auf, die aber durch die Giite der Approximation kontrolliert werden konnen. Anschlielende
Berechnungen der FFT und IFFT kénnen dann rein symbolisch iiber Z|w] durchgefithrt wer-
den, so daf} keine weiteren Rundungsfehler entstehen. Um eine Explosion der ganzen Zahlen zu
verhindern, wird zusétzlich eine auf dem Chinesischen Restsatz basierende modulare Technik
angewendet. Shokrollahi hat in [53], Kapitel 4, ein effizientes Verfahren zur schnellen Appro-
ximation komplexer Zahlen in Z[exp(27i/2™)] fiir n > 3 beschrieben, so daf} schnelle zyklische
FFT-Berechnungen mit Festkommaprozessoren und hoher Préizision moglich werden.

Da die durch den BC-Algorithmus berechnete verallgemeinerte DFT iiberauflésbarer Grup-
pen rein symbolisch und damit exakt erfolgt, ist eine Verbindung zu den von Clausen und
Shokrollahi entwickelten Verfahren zur symbolischen Auswertung der DFT naheliegend. Eine
wichtige Grofie wird hier der Exponent e(7) der Hauptreihe spielen, so dafi auch fiir diese Auf-
gabe die in Abschnitt 3.5.2 aufgeworfene Fragestellung zur geeigneten Wahl der Hauptreihe
fiir eine feste Gruppe relevant ist.
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Kapitel 6

DFT-basierte Zerlegung der
Gruppenalgebra

Eine diskrete Fouriertransformation D einer endlichen Gruppe G ist nach Definition 2.2.2
ein Algebrenisomorphismus von der Gruppenalgebra CG in eine Algebra von Blockdiago-
nalmatrizen. Die Urbilder dieser Blocke unter D liefern eine direkte Summenzerlegung der
Gruppenalgebra CG in minimale zweiseitige Ideale. In diesem Kapitel geht es um direkte
Summenzerlegungen von CG, die diese ,, Wedderburn-Zerlegung® verfeinern. Mit Hilfe von
Idempotenten der Gruppenalgebra und Partitionen der 1 in CG lassen sich die Zerlegun-
gen elegant formulieren. In Abschnitt 6.1 fithren wir die benttigten Begriffe ganz allgemein
fiir Ringe A mit 1 ein. Je mehr Struktur diese Ringe haben, desto stirkere Aussagen lassen
sich beziiglich der durch die Idempotenten definierten Summenzerlegungen treffen. In den
folgenden Abschnitten nehmen wir eine ,, Top-Down“-Sichtweise ein und spezialisieren sukzes-
sive den allgemeinen Fall {iber Algebren, halbeinfache Algebren, Gruppenalgebren bis hin zu
Gruppenalgebren endlicher iiberauflosbarer Gruppen. Im letzteren Fall erhilt man schliefflich
eine unter der G-Linksoperation invariante direkte Summenzerlegung von CG in eindimen-
sionale Unterrdume. Beriicksichtigt man schliefilich noch die Hilbertraumstruktur von CG
beziiglich des Standardskalarprodukts, so entspricht diese Zerlegung, wie wir in Abschnitt
6.3 zeigen werden, gerade der verallgemeinerten Spektraldarstellung einer Funktion f € CG,
die sich mit einem schnellen FFT-Algorithmus berechnen 14t. Abschnitt 6.4 rundet mit ei-
nigen Beispielen zu den Koordinatenfunktionen verallgemeinerter Spektraltransformationen
das Kapitel ab.

6.1 Idempotente und Partition der Eins

Das Konzept der idempotenten Elemente und der Partitionen der Eins, welches wir in Ab-
schnitt 6.1.1 einfithren, macht in beliebigen Ringen mit Einselement Sinn. In Abschnitt 6.1.2
behandeln wir dann den Spezialfall halbeinfacher Algebren. Fiir Einzelheiten verweisen wir
auf [21, 22].

67
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6.1.1 Beliebige Ringe A mit Einselement

Sei also A zunéichst als ein beliebiger Ring mit Einselement 1 vorausgesetzt. Ein Element € € A
heift ein Idempotent, falls €2 = € # 0 gilt. Zwei Idempotente €, e5 € A heiBen orthogonal,
falls €1€9 = €9€1 = 0. Sei

A=0L®...09L, (61)
eine direkte Zerlegung von A in Linksideale L;, 1 < i < n. Zerlege 1 € A und erhalte dadurch
l=e+...4¢€, ¢ €L, (62)

Dann folgt leicht
Li=Ae, € =¢, €e;=0 firl<i#j<n. (6.3)
Mit anderen Worten, (e1,...,€,) ist eine Folge paarweise orthogonaler Idempotente von A.
Diese sind durch die Zerlegung (6.1) eindeutig bestimmt (im allgemeinen gibt es natiirlich
viele solcher Zerlegungen von A). Umgekehrt definiert jede Folge € := (e1,...,€,) paarweise

orthogonaler Idempotente mit ., ¢; = 1, die wir im folgenden auch als Partition der Eins
bezeichnen, eine direkte Summenzerlegung A = @, Ae; in Linksideale. Die Menge P(A) aller
Partitionen der Eins von A entspricht also eineindeutig der Menge aller direkten Summenzer-
legungen von A in Linksideale.

Ist ¢ = € + ¢’ mit orthogonalen Idempotenten ¢ und €”’, L; = Ae;, dann folgt L; =
L€ ®Li€'". Die Summe ist direkt, da ¢’ durch Rechtsmultiplikation auf L€’ identisch operiert
und Li€e” auf Null abbildet. Ist umgekehrt L1 = L' @ L" eine direkte Summe von Linksidealen
von A, dann gilt ¢, = ¢ + ¢ mit orthogonalen Idempotenten ¢ € L' und ¢/ € L”. Ein
Idempotent € € A heifit primitiv, falls sich € nicht als Summe zweier orthogonaler Idempotente
ausdriicken 148t. Wir haben gerade gezeigt, daf} € genau dann primitiv ist, wenn das Linksideal
Ae unzerlegbar ist. Vollig analoge Aussagen gelten fiir Rechtsideale.

-

Wir fiithren auf P(A) eine Halbordnung < ein. Seien € = (€1,...€,),0 = (d1,...0,) € P(A),
dann definiere

€<6 <= Vke[l:n]3IKC][l:m]: ek:Z(5j. (6.4)
JEK
Idealtheoretisch driickt diese Halbordnung aus, daf} eine direkte Summenzerlegung von A in
Linksideale kleiner ist als eine zweite, wenn die zweite Zerlegung die erste verfeinert.

Beispiel 6.1.1 Sei A ein beliebiger Ring mit 1 und € € A, € # 1, ein Idempotent. Dann ist
1 — € ein zu € orthogonales Idempotent und (e,1 — €) eine Partition der Eins.

Beispiel 6.1.2 Sei A = C@ C?*?, aufgefait als Unterring des Rings der 3 x 3-Matrizen iiber
C. Definiere

€1 1= 2 1|, e =1—¢ = -1 1
2 -1 -2

und
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Dann sind € = (€1, €2) und 5= (01,09, 03) Partitionen der Eins und € < 5. Weiterhin sind alle
Idempotente von 5 primitiv. Das Linksideal Aes 148t sich als direkte Summe in die minimalen
Linksideale Ads und Ads zerlegen, wobei Ady als C-Vektorraum die Dimension 2 und Adsz die
Dimension 1 hat.

Ein Idempotent e heifit zentral, wenn es mit jedem Ringelement vertauschbar ist. Analog
zu oben nennen wir ein Idempotent zentral-primitiv, wenn es sich nicht als Summe zweier
orthogonaler zentraler Idempotente ausdriicken 148t. Man kann nun leicht sehen, dafl die
zentralen Idempotente gerade den zweiseitigen Idealen in A entsprechen. Wir fassen diese
Aussagen im folgenden Satz zusammen.

Satz 6.1.3 Direkte Zerlegungen von Ringen mit Eins in Linksideale entsprechen den Parti-
tionen der Fins in orthogonale Idempotente. Sei A = L1 @ ... P Ly eine Zerlegung von A in
eine direkte Summe von Linksidealen und 1 = €1 + ...+ €, mit ¢; € L;. Dann gilt:

(1) Die €; sind orthogonale Idempotente und L; = Ae;.
(2) Ist L; unzerlegbar, dann ist €; primitiv.
(3) Sind alle Linksideale L; zweiseitig, dann sind die Idempotente ¢; zentral.

(4) Sind alle L; zweiseitig und ist L; als Ideal unzerlegbar, dann ist €; zentral-primitiv.

Geht man umgekehrt von einer Partition der Eins aus, dann gelten die umgekehrten Aussa-
gen fiir die durch die Idempotente definierten Linksideale. Dariber hinaus sind Partitionen
der Eins in zentral-primitive orthogonale Idempotente (bis auf die Reihenfolge) eindeutig be-
stimmd.

Ist € € A ein Idempotent, dann ist offensichtlich eAe C A ein Unterring von A. Im folgen-
den leiten wir eine Charakterisierung dieses Ringes mit Hilfe eines geeigneten Endomorphis-
menrings her. Zunichst sei bemerkt, dafl jedes f € Homy(Ae, A) identisch zu dem durch
Rechtsmultiplikation mit dem Element a := f(e) € A definierten Homomorphismus ist. Es
gilt ndmlich fiir alle z € Ae:

f(x) = f(ze) =z f(e) = za. (6.5)

Sei End4(Ae) := Homy(Ae, Ae) der Endomorphismenring von Ae. Dann ist f € End4(Ae)
nach (6.5) durch Rechtsmultiplikation mit a = f(e) gegeben, und damit folgt fiir alle z € Ae
wegen f(z) € Ae:

f(z) = f(z)e = rae = xeae.

f ist also auch durch Rechtsmultiplikation mit eae gegeben. Hieraus ergibt sich nun leicht das
folgende Lemma:

Lemma 6.1.4 Fiir ein Idempotent € eines beliebigen Ringes A mit 1 definiert die Abbildung
Endg(Ae) — eAe, f — ef(€)e einen Anti-Ringisomorphismus.
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6.1.2 Halbeinfache Algebren

Wir konzentrieren uns nun auf den Fall halbeinfacher Algebren, zu denen unter anderem die
fiir uns relevanten Gruppenalgebren {iber C gehdren. Fiir Einzelheiten und Beweise der folgen-
den Aussagen verweisen wir auf [36]. Es bezeichne K einen Koérper, und alle K-Vektorrdume
seien als endlich-dimensional vorausgesetzt. Sei A eine K-Algebra, also ein K-Vektorraum,
welcher ein Ring mit 1 ist, so dal Ve € K z,y € A: (cx)y = c(zy) = z(cy) gilt. Eine Algebra
A heif3t halbeinfach, wenn jedes Linksideal L C A ein komplementéres Linksideal L' besitzt
mit A = L @ L'. Es bezeichne V einen A-Linksmodul, also einen K-Vektorraum, auf dem A
von links operiert. V heifit einfach, falls 0 und V' die einzigen Untermoduln sind. Das Lemma
von Schur formuliert sich modultheoretisch wie folgt:

Lemma 6.1.5 (Schur) Seien V.W einfache A-Linksmoduln, dann gelten:

(1) Sei p € Homu(V, W), @ # 0, dann ezistiert eine Inverses zu o in Hom4 (W, V).
(2) Enda(V) ist eine Divisionsalgebra, d. h. alle ¢ # 0 sind invertierbar.

(3) Ist K algebraisch abgeschlossen, dann folgt Enda (V) = {c-Idy,c € K}.

Sei M ein einfacher A-Modul, dann ist die M -isotypische Komponente M (V') eines A-Links-
moduls V' definiert als Summe aller Untermoduln W C V mit W ~ M. Ist M’ ein zu M
isomorpher A-Modul, so gilt offensichtlich M'(V) = M(V). Liafit man A durch Linksmul-
tiplikation auf sich selbst operieren, so wird A zu einem A-Linksmodul, dem sogenannten
requldren Modul. Wir fassen die wichtigsten Eigenschaften im folgenden Satz zusammen.

Satz 6.1.6 Sei A eine halbeinfache K-Algebra.

(1) Jeder einfache A-Modul ist isomorph zu einem Untermodul von A.
(2) Es gibt bis auf Isomorphie nur endlich viele einfache A-Linksmoduln.

(3) Sei My, ..., M}, eine Transversale einfacher A-Linksmoduln, dann ist die My-isotypische
Komponente Ay := My(A), 1 <k < h, ein minimales zweiseitiges Ideal in A. Weiterhin
gilt Ap Ay =0 fir k # £.

(4) Es gilt A~ A1 & ... Ay (Wedderburn-Zerlequng). Diese Zerlequng in minimale zwei-
seitige Ideale ist eindeutig bis auf die Reihenfolge der Summanden.

(5) Jedes minimale Linksideal L von A ist in genau einem der Ay enthalten.

(6) Seil=¢€1+ ...+ e, die zur Wedderburn-Zerlequng gehorige Partition der Eins. Dann
sind die eg orthogonale zentral-primitive Idempotente. Weiterhin ist Ay eine K-Algebra
mit Einselement €.

(7) Jedes Element a € Ay, definiert mittels Linksmultiplikation ein Element in Endg(My).
Ist K algebraisch abgeschlossen, dann definiert diese Zuordnung einen Algebrenisomor-
phismus von Ay auf Endg (My).
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Bevor wir uns den Gruppenalgebren zuwenden, beschreiben wir zum Schluf} dieses Abschnitts,
wie sich mit Hilfe der Idempotente eindimensionale K-Unterrdume von A konstruieren lassen.

Lemma 6.1.7 Sei A eine halbeinfache Algebra iber einem algebraisch abgeschlossenen Kdorper
K. Dann gilt:

(1) Sei e € A ein primitives Idempotent, dann ist eAe eine eindimensionale K-Algebra.

(2) Seien e, € A Idempotente mit Ae ~ A6. Dann existiert eine Einheit v € A mit
€ =udu !

(3) Seien e, d € A primitive Idempotente. Falls Ae ~ Ad, dann ist § Ae ein eindimensionaler
K- Vektorraum, ansonsten gilt 6 Ae = 0.

Beweis: (1) folgt sofort aus Lemma 6.1.4 und dem Lemma von Schur ((3) von Lemma 6.1.5).
Wir zeigen nun (2). Es sei Ae ~ Ad. Aus der Isomorphie Ae ® A(1 —¢) ~ A§® A(1 — §) von
A-Linksmoduln folgt, dafl auch A(1 —¢€) ~ A(1 — §) gilt. Da jeder Isomorphismus von A
aufgefafit als A-Linksmodul durch Rechtsmultiplikation mit einer Einheit u € A gegeben ist,
folgt

Ae-u=A0, Al —e)-u=A(1-90), Ad-u"'=Ae, A1 —-0)-u='=A1 —e).
Hieraus folgt ud - u=! € Ae und u(1 —6) -u=' € A(1 —¢). Aus
l=u-1-utl=u-0+01=08)) -v't=ub-uv'4+ul-20- u'

folgt wegen der Eindeutigkeit der Zerlegung der 1 in Elemente aus Ae und A(1 — ¢€) die
Behauptung udu ! = € von (2). Falls Ae ~ Ad, ergibt sich (3) sofort aus (1) und (2). Im Fall
Ae #£ A§ folgt aus Satz 6.1.6, dai Ae und A0 in verschiedenen isotypischen Komponenten von
A liegen und sich damit annullieren. Daher gilt §Ae = 0 und (3) ist bewiesen. O

6.2 Geometrischer Zugang zur Darstellungstheorie

In diesem Abschnitt wird die Darstellungstheorie endlicher auflésbarer Gruppen unter Ver-
wendung von Idempotenten aus einer geometrischen Richtung beleuchtet. Hierzu leiten wir in
Abschnitt 6.2.1 explizite Formeln fiir die primitiven Idempotente her und geben eine Zerlegung
der Gruppenalgebra in eine direkte Summe eindimensionaler Unterriume an. In Abschnitt
6.2.2 untersuchen wir, wie sich die Idempotente und entsprechenden Zerlegungen als Bilder
unter einer geeigneten DFT-Abbildung im Fourierbereich darstellen. Im Fall iiberauflosbarer
Gruppen ist die Zerlegung invariant unter Konjugation mit Gruppenelementen, was unmit-
telbar die Existenz monomialer Darstellungen beweist. Dies ist Inhalt von Abschnitt 6.2.3.
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6.2.1 Zerlegung der Gruppenalgebra mittels Idempotenten

Sei G eine endliche Gruppe mit h Konjugationsklassen und Irr(G) = {D;,...,Dp} eine
Transversale irreduzibler Darstellungen. Dann ist die Menge der zugehorigen irreduziblen
Charaktere irr(G) := {xp := Spur(D), D € Irr(G)} eine Untermenge der Klassenfunktionen
CF(G,C). Fiir einen Charakter y iiber dem Korper C gilt weiterhin x(g) = x(¢~"), so daB sich
das Skalarprodukt zweier Charaktere x und « als (x|) = |G| ! > geG x(9)¢(g~1) schreiben
laft. Ein klassisches Resultat besagt, daf§ die Charaktere von irr(G) eine Orthonormalbasis

von CF(G, C) bilden (siehe [52]):

(XD/C‘XD» = 5k,€- (66)

Sei M}, ein einfacher Modul mit Charakter xp,, 1 < k < h. Im Fall der Gruppenalgebra CG
148t sich die Projektionsabbildung auf die Mj-isotypische Komponente explizit angeben. Sie
ist durch Linksmultiplikation mit

xp, (1 _
ek = eka = D8(| ) XéXDk (g 1)9 e CG (67)
g€

gegeben (fiir einen Beweis siehe Kapitel 2 von [52]). Nach dem Satz von Maschke ist CG eine
halbeinfache Algebra (dies gilt allgemein fiir Kérper K mit char(K) 4|G|), und damit ergibt
sich aus Satz 6.1.6 das folgende Korollar.

Korollar 6.2.1 Fir die Gruppenalgebra CG einer endlichen Gruppe G mit h Konjugations-
klassen gilt:

(1) Die in (6.7) definierten ey, ...,en sind gerade die zentral-primitiven Idempotente von
CdG. Sie bilden als solche eine Basis des Zentrums von CG.

(2) 1 =e1+ ...+ ey ist eine Partition der Eins in orthogonale Idempotente.

(3) Die CGey, 1 < k < h, sind die minimalen beidseitigen Ideale und CG = @f_ CGey,
(Wedderburn-Zerlegung).

(4) Jeder einfache Untermodul mit Charakter xp, ist in CGey enthalten.

Im folgenden wollen wir fiir die auflosbaren Gruppen die isotypischen Komponenten weiter
in minimale Linksideale aufspalten und die entsprechenden primitiven Idempotente angeben.
Bezeichne also von nun an G eine endliche auflésbare Gruppe mit Kompositionsreihe 7 =
(G=Gp>Gp_1>...> Gy = {1}). Wir fixieren einen irreduziblen Charakter x € irr(G). Die
Menge

W(x) == {(x0,---,xn =x) | xi € Irr(Gi), (xilxi+1) > 0}

entspricht allen Wegen von der Wurzel zum Knoten y des Charaktergraphen von G. Da der
Charaktergraph von G multiplizititenfrei ist (Satz 2.1.2 [Clifford]), folgt aus der Vorausset-
zung (x;|xi+1) > 0 sofort (x;|xi+1) = 1. Fiir jede Folge w = (x0,...,Xxn = X) € W(x)
definieren wir das Element

e(w) :=ey, ... ey, € CG,

welches aufgrund der Voraussetzung (x;|xi+1) = 1 von Null verschieden ist. Wir fassen die
Eigenschaften der e(w) im folgenden Satz zusammen, dessen Beweis man in [16] findet.
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Satz 6.2.2 Sei G eine endliche auflésbare Gruppe. Dann gilt mit den vorherigen Bezeich-
nungen:

(1) Fir w e W(x) ist e(w) ein primitives Idempotent in CG und daher CGe(w) ein einfa-
cher CG-Linksmodul mit Charakter x. Die Dimension von CGe(w) ist x(1) = |W(x)|.

(2) Es gilt ex =3, cw(y) (W)

(3) Die primitiven Idempotente e(w) induzieren eine direkte Summenzerlegung von CG in
minimale Linksideale CGe(w):

CG = @ CGe(w).
XEirr(G)  weW(x)

(4) Die Gruppenalgebra zerlegt sich in eindimensionale Unterrdume der Form e(v)CGe(w):

CG = @ @ e(v)CGe(w).

x€irr(@)  (v,w)eW(x)?

Die Eindimensionalitéit der Unterrdume e(v)CGe(w) ergibt sich aufgrund der Primitivitit der
Idempotente e(v) und e(w) ganz allgemein aus Lemma 6.1.7. Ein alternatives, darstellungs-
theoretisches Argument geht wie folgt: Sei v = (v, ...,¥n, = x) € W(x), dann ergeben die
Faktoren von e(v) eine isotypische Filtration von CGe(w) der Form

e(v)CGe(w) = ey, - (ep, - (... (ey,_, CGe(w))...))

und e(v)CGe(w) ist wegen (1;|1);+1) = 1 ein einfacher CGy-Modul und daher eindimensional.

6.2.2 Zerlegung der Gruppenalgebra im Fourierbereich

Seien die Notation wie im vorherigen Abschnitt und G als auflésbar vorausgesetzt. Im fol-
genden wollen wir untersuchen, wie die im vorherigen Abschnitt definierten Idempotente und
die induzierten Zerlegungen von CG als Bilder unter der T-adaptierten diskreten Fourier-
transformation D = &_ Dy: CG = o _ ,C% >4 Dy € Irr(G, T), im Fourierbereich der
Blockdiagonalmatrizen aussehen. Hierfiir benotigen wir das folgende Lemma, das sich unmit-
telbar aus dem Lemma von Schur (siehe Abschnitt 2.1) ergibt und in Abschnitt 2.5 von [52]
bewiesen ist.

Lemma 6.2.3 Sei ¢ € CF(G) eine Klassenfunktion und D eine irreduzible Darstellung von
G vom Grad d und Charakter x. Dann ist die durch Dy =3 ; ¢(9)D(g) definierte lineare
Abbildung eine Homothetie, d. h. ein skalares Vielfaches der Identitit der Form X\-1dg, A € C.
Der Skalar ist durch \ = %deG #(g)x(g) gegeben.



74 KAPITEL 6. DFT-BASIERTE ZERLEGUNG DER GRUPPENALGEBRA

Sei Dy € Trr(G, T) mit d := deg(Dy) und e; wie in (6.7) definiert, dann folgt aus Lemma 6.2.3
sofort

Diter) =P S o (g7 )Dula) = A Hae A== 3 oo o) = oo,
geG geqG

Aus den Orthogonalitétsrelationen (6.6) ergibt sich dann
Dy(eg) = Op¢ - 1dg. (6.8)

Sei Ej, € @ﬁlededk die Matrix, dessen k-ter Block die Identitidt ist und deren andere
Blocke alle identisch Null sind. Das Bild von e unter der DFT D = @ZZIDk ist also D(e) =
FE.. Dies folgt natiirlich auch sofort aus der Tatsache, dafy die Fj, offensichtlich die zentral-
primitiven Idempotente von @’,zzl(Cdedk sind und die DFT D als Algebrenisomorphismus
zentral-primitive Idempotente auf ebensolche abbildet.

Sei Dy € Irr(G,7T) und w = {(x0,----xn = XD,) € W(xp,)- Aus der T-Adaptiertheit
von Dy, folgt fiir 0 < ¢ < n, daB DlG,; = &}_,F;, ¢ € N, fiir geeignete F; € Irr(G;, Tr),
wobei alle Darstellungen Fy denselben Grad haben (siehe Satz 2.1.2 [Clifford]). Damit ergibt
sich aus (6.8), daBl Dy(ey;) = ®Fi(ey,) eine Blockdiagonalmatrix ist, wobei genau diejenigen
Blocke Fy(ey,) die Identitit sind, fiir die xr, = x; gilt und alle anderen Blécke identisch Null
sind. Aus der Voraussetzung (x;|xi+1) = 1 folgt hieraus durch Induktion, dal Dy(e(w)) =
Di(exo) - - .- - Di(ey,) eine Diagonalmatrix mit genau einem von Null verschiedenen Eintrag
1 ist, dessen Position eindeutig durch w bestimmt ist. Allgemeiner kénnen die Positionen der
Eintrige der darstellenden Matrizen von Dy durch Paare (v,w) € W(xp,)? parametrisiert
werden (es gilt deg(Dy) = |[W(x)| nach (1) von Satz 6.2.2). Sei E;, ) € o _ Clh > die
Matrix mit genau einem von Null verschiedenen Eintrag 1 im k-ten Block an der Position
(v, w). Dann folgt fiir (v, w) € W(xp,)*:

h
D(e(U)CGe(w)) = E(k,v,v) <@ Cdk Xdk) E(k,w,w) =C- E(k,v,w)-
k=1
Wir fassen das Ergebnis in dem folgenden Satz zusammen.

Satz 6.2.4 Sei G eine endliche auflésbare Gruppe und D = @92:11)14 eine T -adaptierte DFT.
Mit den vorherigen Bezeichnungen gilt:

(1) D(ex) = Ey.

(2) D(e(w)) = Eggw,w) fir we W(xn,)

(3) D(e(v)CGe(w)) = C+ By fir (v,w) € W(xp,)*.
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6.2.3 Invarianz der Zerlegung bei iiberauflésbaren Gruppen

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dafy im iiberauflosbaren Fall die in (4) von Satz 6.2.2 angege-
bene Zerlegung von CG in eindimensionale Unterrdume invariant unter Linksmultiplikation
von G ist. Dabei folgen wir den Ausfithrungen in [16], wo man auch weitere Einzelheiten
findet.

Sei also G als endliche iiberauflésbare Gruppe vorausgesetzt. Wegen der Normalitdt von G; in
G fiir 0 < i < n operiert G via Konjugation auf Irr(G;, 7;) und irr(G;, T;). Fiir x € ire(G, T)
erhilt man daher via g(xo,-.-,Xxn) := (9X0s---,9Xn) €ine G-Operation auf W (y). Aus der
im Abschnitt 2.4 angegebenen Version des Satzes von Clifford folgt sofort, dal G transitiv
auf den irreduziblen Konstituenten von x|G,_1 operiert. Da G,,_ trivial auf Irr(Gp—1, Tp—1)
operiert, folgt aus einer Induktion nach n, dafi G transitiv auf W(x) operiert.

-1

Sei g € G, dann gilt gey,g7" = ey, fiir alle x; € Irr(G;) und damit auch ge(v)g~"' = e(gv)

fiir alle v € W (). Fiir alle (v, w) € W(x)? folgt
ge(v)CGe(w) = e(gv)gCGe(w) = e(gv)CGe(w).

Mit anderen Worten, G operiert transitiv auf der Menge der Geraden {e(v)M|v € W (x)},
wobei M := CGe(w) fiir beliebiges, aber festes w € W(y) definiert ist. Wiahlt man eine
beliebige Basis von M aus diesem Geradenbiischel, dann ist die zugehérige Matrixdarstellung
monomial. Dies beweist die wohlbekannte Tatsache, daf} iiberauflosbare Gruppen M-Gruppen
sind.

Sei U < @G der Stabilisator von w € W () und L eine Transversale der Linksnebenklassen
von U in G. Da 0 # ge(w) = e(gw)ge(w) € e(gw)M fir g € G gilt und G transitiv auf
W (x) operiert, ist die Menge {ge(w)|g € L} eine C-Basis von M. Sei Dy; die zugehorige
monomiale Matrixdarstellung. Wir zeigen, dal Djs sogar e-monomial ist. Da U die Gerade
e(w)M = Ce(w) stabilisiert, existiert ein linearer Charakter A von U, so dafl ue(w) = A(u)e(w)
fiir alle uw € U gilt. Der lineare Charakter X ist als eindimensionale Darstellung offensichtlich
e-monomial. Sei ey = [U|"'Y, .y A(u)u € CU das zentral-primitive Idempotent zu .
Dann gilt

exe(w) = U7 Au Nue(w) = U7 Mu"" )M u)e(w) = e(w).

uelU uelU

Analog zeigt man e(w) = e(w)ey. Es folgt CGe(w) < CGey und daher ey = ae(w) fiir
ein geeignetes a € CG, also e(w) = exe(w) = ae(w)e(w) = ae(w) = ey. Damit haben wir
Dy = M G gezeigt, woraus die e-Monomialitdt von Djs aus der von A folgt.

6.3 Gruppenalgebra als Hilbertraum

In den bisherigen Ausfithrungen dieses Kapitels haben wir die Hilbertraumstruktur der Grup-
penalgebra CG ~ ClGl, die vermoge des Standardskalarproduktes induziert wird, nicht beriick-
sichtigt. In diesem Abschnitt untersuchen wir die Idempotente und die hergeleiteten Zerle-
gungen in Hinblick auf das Standardskalarprodukt. Wie aus Satz 6.2.4 ersichtlich ist, spielt
dabei die inverse diskrete Fouriertransformation eine entscheidende Rolle. In Abschnitt 6.3.1



76 KAPITEL 6. DFT-BASIERTE ZERLEGUNG DER GRUPPENALGEBRA

leiten wir fiir eine beliebige DFT D = @QZle eine Formel fiir die Inverse D! her. Handelt
es sich bei den Dy um unitére Darstellungen, so wird die DFT-Abbildung D bis auf geeignete
Normierungen zu einer orthogonalen Transformation CG — @ _, C% %% bheziiglich der Stan-
dardskalarprodukte, und die Idempotente e(w) lassen sich unmittelbar aus der DFT-Matrix
ablesen (siehe Abschnitt 6.3.2). Abschliefend kommen wir in Abschnitt 6.3.3 auf die verall-
gemeinerten Spektraltransformationen zu sprechen, die uns dann auch als Sprungbrett zur
Signalverarbeitung dienen.

Im folgenden verwenden wir das in der Signalverarbeitung iibliche Skalarprodukt

F1) =Y f9f (g, ffeCq, (6.9)

geiG

auf CG ~ Cl¢l, das sich von dem in (2.1) definierten Skalarprodukt nur um den Vorfaktor
|G| ™! unterscheidet.

6.3.1 Inverse der DFT-Matrix

Sei D eine DFT-Matrix einer endlichen Gruppe G. Die Inverse von D ist eng verwandt mit der
transponierten Matrix D”. Dies folgt unmittelbar aus den Schur-Relationen, die im folgenden
Satz formuliert sind (fiir einen Beweis siehe Abschnitt 5.2 von [15]).

Satz 6.3.1 (Schur-Relationen) Seien Dq,..., D), eine Transversale von irreduziblen Dar-
stellungen von G vom Grad dy,...,dy. Dann gelten fir alle 1 < k, k' < h und 1 < p,v < dg
und 1 < p' v < dy die folgenden Relationen:

_ G
Z Dk(g)uu * Dy (g )u v = 5kk’5uu’6uu d |

geG k

Wie in Abschnitt 2.2 beschrieben, werden die Spalten von D von den Elementen g € G und
die Zeilen durch |, {(k, n.v)|1 < p,v < di} parametrisiert, wobei (k, i, v) die Position
(p,v) in Dy beschreibt. Die Zeile (k, pu,v) ist durch die Koordinatenfunktionen

Dkl“’ € (CG, Dkl“/(g) = Dk(g)uv (610)

beschrieben. Sei N := |G|. Wir definieren Permutationsmatrizen P,Q € CN*V die beziiglich
der Standardbasen der Inversion (G 3> ¢ + ¢~!) bzw. der Abbildung (k,pu,v) — (k, v, p)
entsprechen. Offensichtlich gilt P = PT = P! bzw. Q = QT = Q', und aus den Schur-
Relationen folgt

h
G|
D-P-DT-Qz@E-Idd%. (6.11)

Damit ergibt sich folgende Formel fiir die Inverse der DFT-Matrix:

h
_ k
D'=pP-D".Q EB? Idg. (6.12)
k=1
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6.3.2 Unitédre Darstellungen

Eine Matrixdarstellung D von G heifit unitdr, falls alle D(g), g € G, unitire Matrizen sind.
Man kann zeigen, dafl jede Darstellung zu einer unitdren Darstellung dquivalent ist. Wichtig
ist fiir uns der folgende Fall:

Lemma 6.3.2 Jede e-monomiale Matrix ist unitdr. Insbesondere ist jede e-monomiale Dar-
stellung unitdr.

Beweis: Sei w eine primitive e-te Einheitswurzel und A = «-diag(w®!,...,w*") € GL(N,C)
eine e-monomiale Matrix beschrieben wie in Lemma 4.2.1. Dann folgt

A= diag(w™,...,w N).a t = AL,
U

Sei im folgenden D = @ZZIDk eine unitire DFT, d.h. alle Darstellungen Dy seien unitér.
Aus den Schur-Relationen folgt dann die Orthogonalitéit der in (6.10) definierten Koordina-
tenfunktionen:

(Diw | D) = > Di(9)uw D (9) 00

geG
= Z Dk uuDk’ ) o
9eG
= Z Dk(g)uuDk’ (gil)u’u’
geG
= 5kk’5;m’ (51,,/@. (6.13)
di,
Aus (6.11) folgt dann sofort
D' =PDT’Q und D !=D". @2_1%’“' Tdge. (6.14)
Sei W := ®,+\/di/|G| +1dgz, dann ist die Matrix WD unitér:
WD-WDT=W-D-ﬁT-W=W-Z@Idd2-W:IdN. (6.15)
dy, k

Wir fassen im folgenden Satz zusammen, welche Folgerungen dies fiir die Idempotente und
die Zerlegungen der Gruppenalgebra hat.

Satz 6.3.3 Sei D = @Zlek eine DFT einer endlichen auflosbaren Gruppe G mit unitdren
Darstellungen Dy und DFT-Matriz D. Dann gilt:

(1) Die zentral-primitiven Idempotente ey sind paarweise orthogonal bez. (-|-). Die Wed-
derburn-Zerlegung CG = GBQZI(CGek ist eine orthogonale Summe von Unterrdumen.
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(2) Die Idempotente e(w) sind paarweise orthogonal bez. (-|-) und definieren eine orthogo-
nale Summenzerlegung CG = @, cir(c) Duwew(y) CGe(w).

(3) Der durch (k,v,w) bestimmte Spaltenvektor von D~! aufgefafit als Koeffizientenvektor
eines Elements in CG bez. der Standardbasis erzeugt den eindimensionalen Unterraum
e(v)CGe(w), und die Zerlegung CG = @D, ciric) D (v,w)ew(y)2 €(W)CGe(w) ist orthogo-

nal.

Insbesondere gelten diese Aussagen fiir jede T -adaptierte DFT einer tiberauflosbaren Gruppe.

Beweis: Wegen Satz 6.2.2 sind nur noch die Orthogonalititsaussagen zu beweisen. Es wurde
in (6.15) gezeigt, da WD und damit auch (WD) ! unitir ist. Da W eine Diagonalmatrix
ist, folgt daraus die Orthogonalitiit der Spalten von D=! = (WD)~! - W bez. (-|-). Aus
Satz 6.2.4 folgt, da} der Koeffizientenvektor von e(w) bez. der Standardbasis in CG mit dem
durch (k,w,w) bestimmten Spaltenvektor von D! iibereinstimmt und der durch (k,v,w)
bestimmte Spaltenvektor von D~! aufgefaBt als Koeffizientenvektor eines Elements in CG
bez. der Standardbasis den eindimensionalen Unterraum e(v)CGe(w) erzeugt. Hieraus folgt
sofort die Orthogonalitédt der e(w) und die der eindimensionalen Unterrdume e(v)CGe(w). Da
die Summenzerlegungen von CG in (2) und (3) Vergroberungen der Zerlegung von (4) sind
und e € CGey, gilt, folgen die Aussagen (1) bis (3). Ist G eine iiberauflsbare Gruppe, so ist
jede T-adaptierte Darstellung e-monomial und damit aufgrund von Lemma 6.3.2 unitir. [

6.3.3 Spektraldarstellung

Wir verwenden im folgenden die Notation der vorherigen Abschnitte. Dabei sei D = @ZZIDk
die DFT einer auflésbaren Gruppe G mit unitiren Darstellungen Dy. Wie in (6.13) sind die
normalisierten Koordinatenfunktionen

Ak;w =V dk/‘G| ' Dk;wa 1 S k S h, 1 S v S dka (616)

eine weitere Orthonormalbasis von CG. Die Darstellung einer Funktion f € CG beziiglich
dieser Orthonormalbasis

F=> (| Ar) Dy (6.17)

k.u,v

nennt man auch Fourierdarstellung von f bez. D. Die Fourierkoeffizienten fk;w = (f | Aguw)
geniigen

fkuu = % : Z f(g)Dk(g);w = \/ﬁ% ) Dk(?)uu (6'18)

geG

und kénnen daher iiber eine Auswertung der DFT D auf f und anschlieender Konjugation
und Skalierung mit y/dj/|G| berechnet werden. Ist D eine T-adaptierte DFT einer iiber-
auflésbaren Gruppe G, so kénnen mit Hilfe des FFT-Algorithmus alle Fourierkoeffizienten
mit O(|G| - log|G|) Operationen bestimmt werden (siehe Satz 5.2.1).
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6.4 Beispiele

In diesem Abschnitt geben wir einige Beispiele zu den verallgemeinerten Spektraltransforma-
tionen, welche u.a. die klassische Fouriertransformation (Abschnitt 6.4.2) sowie die Walsh-
Hadamard-Transformation - oder auch Haar-Wavelet-Paket-Zerlegung (Abschnitt 6.4.3) - als
einfache Spezialfille umfassen. In den folgenden Abbildungen sind die Realteile und Ima-
ginérteile der in (6.16) definierten Koordinatenfunktion Ay, : G — C fiir einige Gruppen
G dargestellt. Dabei wird die ,,Zeitachse“ durch die Gruppenelemente g € G parametrisiert,
die lexikographisch in den Exponenten ihrer Normalform angeordnet sind (siehe Abschnitt
5.3)). Die Koordinatenfunktionen wiederum sind lexikographisch beziiglich der Tripel (k, i, v/)
angeordnet (siehe (2.4)). Zum Zwecke eines besseren optischen Eindrucks sind die Werte der
jeweiligen Koordinatenfunktionen durch einen Polygonzug verbunden, so dafl der Eindruck
kontinuierlicher Funktionen entsteht. (Eigentlich handelt es sich bei den Graphen der diskre-
ten Koordinatenfunktionen um diskrete Punktmengen.)

6.4.1 Symmetrische Gruppe S;

Wir setzen unser Beispiel aus Abschnitt 5.4.1 fort. Die Inverse der dort angegebenen DFT-
Matrix D der Ss laft sich mit Hilfe von (6.14) sofort angeben:

(10000 0] T 1 2 0 0 27
010000 1 1 2 0 0 27
pl_pf.l.jooz2o000|_1]1 1 2° 0 0 2
6 |0 00 200 6 |1 -1 0 2 2 0
000020 1 -1 0 2w 20 0
00000 2| 1 -1 0 2t 2 0

Hieraus konnen sofort die zentral-primitiven Idempotente e; aus der ersten, e aus der zweiten
und e3 aus der Summe der dritten und sechsten Spalte abgelesen werden:

e = %(1+gl+g%+92+9291 +929%)7
€9 = %(1 + g1 + g% — 92 — 9291 — 929%)7
es = #(2+2w'gr +2w gl +2+ 2w + 2wg]) = 22— g1 —g7)-

Das Idempotent e3 liafit sich weiter in orthogonale primitive Idempotente e3 = €’ +¢” zerlegen
(¢/ und €” sind natiirlich nicht mehr zentral-primitiv), wobei

(1+w'gr +w?ei),
(14w’ +w'g}).

"

W= Wl
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In Abbildung 6.1 sind schliellich die Graphen der Real- und Imaginirteile der Koordina-
tenfunktionen Ay, dargestellt. Hierbei bezeichnet D; die triviale Darstellung, Do die durch
das Signum definierte Darstellung und D3 die in (3.10) definierte zweidimensionale Darstel-
lung. Die Koordinatenfunktionen Aj;; bzw. Ay ;1 korrespondieren mit den Darstellungen
D, bzw. Ds. Die vier Koordinatenfunktionen Az 1, A3z 12,A321 und Az s entsprechen den
vier Eintrigen der darstellenden Matrizen von Ds. Die Gruppenelemente sind entsprechend
ihrer lexikographischen Ordnung 1, g1, 2, g2, 9291, 929> durchnumeriert. Die Numerierung der
Darstellungen (lexikographisch in den Tripeln (k, u, v)) steht an der rechten Seite jeder Zeile.
Analog sind auch die Abbildungen der folgenden Beispiele zu verstehen.

Realteile der Koordinatenfunktionen Imaginérteile der Koordinatenfunktionen

~ 1 ~ 1

— =
g0 g0 1
g E
@ -1 —
~, 1 ~ 1

— —

— -
Sf‘ 0 1 ' 0 2
g E
@ -1 —
~, 1 ~ 1

H -

o !
Sf’ 0 e 4 0 \/\— 3
g E
@ -1 - -1
~ 1 ~ 1

N N

\—1 —

2 E
@ -1 -
~ 1 ~ 1

\—L —

o~ o~

o E
@ -1 -
~ 1 : 1 : : : :

N N

o~ N
Sf’ 0 B SEE— <0 /\/— 6
o E
@ -1 - . . . ‘

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6

Abbildung 6.1: Koordinatenfunktionen Ay, der symmetrischen Gruppe S3
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6.4.2 Klassische Spektralzerlegung: Zyklische Gruppe Cj;

Im Fall der zyklischen Gruppe G der Ordnung N erhilt man (bis auf eine eventuelle Umnu-
merierung der Gruppenelemente und der Darstellungen, vgl. Abschnitt 5.4.2) die klassische
Spektralzerlegung. Bei den k-ten Koordinatenfunktionen Ay 1, £ =1,..., N, handelt es sich

um die an den Stellen ¢ = 0,..., N — 1 abgetasteten Exponentialfunktionen
PR ; (k—1)2mi
ex — ).
P N

In Abbildung 6.2 ist der Fall der zyklischen Gruppe C37 dargestellt. Hier hat die Hauptreihe
die Lénge n = 1 und die lexikographische Ordnung stimmt mit der durch die Grofle des
Exponenten des Erzeugers g; definierten Ordnung iiberein. Fiir hohe Frequenzen (ab der
Nyquist-Frequenz N/2) erkennt man die Aliasingeffekte, d. h. grofie positive Frequenzen N —k
sind nicht von kleinen negativen Frequenzen —k zu unterscheiden (sieche auch [65]).

_Zéi\\\\‘////’ 7//~\\\\‘// 10 20 30 10 20 30 10 20 30 10 20 30

10 20 30 10 20 30

Abbildung 6.2: Koordinatenfunktionen Ay, der zyklischen Gruppe C37
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6.4.3 Walsh-Hadamard-Transformation: Elementar-abelsche Gruppe (C5)®

Im Fall der elementar-abelschen Gruppen G = (C3)", n € N, wird die diskrete Fourier-
transformation auch Walsh- Hadamard-Transformation und die zugehorige Spektralzerlegung
Haar- Wavelet-Paket-Zerlegung genannt. In Abbildung 6.3 sieht man die Haar- Wavelet-Pakete
der Stufe n = 5, die den eindimensionalen Darstellungen, also den Charakteren der Gruppe
(C3)5 entsprechen, welche rein reell sind. Fiir eine signaltheoretische Frequenz-Interpretation
der entsprechenden Spektralkoeffizienten miissen die Koordinatenfunktionen umsortiert wer-
den (nach der sogenannten Paley-Ordnung). Fiir weitere Einzelheiten verweisen wir auf [65].
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Abbildung 6.3: Koordinatenfunktionen der Haar-Wavelet-Paket-Zerlegung der elementar-
abelschen Gruppe (C3)°.



6.4. BEISPIELE 83

6.4.4 Diedergruppe Dy

Es sei p eine Primzahl und D, die Diedergruppe der Ordnung N = 2-p. Eine pc-Présentation
ist durch

9
Dy~ (91,9297 = 1,95 = 1,[g1,92] = g} °), (6.19)

gegeben. Sei D = @Zlek die durch den BC-Algorithmus konstruierte e-monomiale DFT. D,
hat genau zwei eindimensionale irreduzible Darstellungen, die mit Dy (triviale Darstellung)
und D5 bezeichnet seien. Alle anderen irreduziblen Darstellungen Dy, k= 3,...,h = %, sind
zweidimensional. Da es sich bei diesen Darstellungen um monomiale Darstellungen handelt,
haben die darstellenden Matrizen eine der folgenden Formen:

N M B R (6.20)

* *

fir £ = 0,...p — 1, kK > 3. Die entsprechenden Koordinatenfunktionen verschwinden also
entweder auf gf oder auf g2gf fir £ =0,...,p — 1. Diese Trégereigenschaft der Koordinaten-
funktionen wird auch durch Abbildung 6.4 am Beispiel der Djg illustriert. Wir werden noch
einmal in den Beispielen von Abschnitt 7.3 hierauf zuriickkommen.
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Abbildung 6.4: Koordinatenfunktionen Ay, der Diedergruppe Dig.
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6.4.5 2-Gruppe Giag

Zum Abschluf} dieses Kapitels seien an dieser Stelle noch die 128 Koordinatenfunktionen zu
den durch den BC-Algorithmus konstruierten Darstellungen der in Abschnitt 2.3 definierten
Gruppe G198 abgebildet. Wir kommen im néichsten Kapitel noch einmal auf dieses Beispiel
zuriick.
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Abbildung 6.5: Koordinatenfunktionen Ay, der Gruppe G12s.



Kapitel 7

DFT-basierte Signalverarbeitung

Momentan gibt es nur wenige Anwendungsgebiete verallgemeinerter diskreter Fouriertransfor-
mationen und deren Spektraltransformationen. Dies liegt unter anderem daran, dafy es meist
schwierig ist, die verallgemeinerten Spektralkoeffizienten sinnvoll zu interpretieren. Spezi-
alfille haben Anwendungen hauptsichlich im Bereich der Signalverarbeitung und Statistik
gefunden (siche u.a. [15, 24, 25]). Einen Uberblick hierfiir liefert auch der Artikel [51] von
Rockmore (1995). In dem im letzten Jahr erschienenen Artikel [29] wird die Anwendung
verallgemeinerter DFTs nicht-abelscher Gruppen (Kranzprodukte zyklischer Gruppen) im
Bereich der Bildverarbeitung beschrieben. Diese DFTs umfassen viele bekannte Transforma-
tionen wie die Haar-Wavelet-Transformation und verschiedene Multikanal-Filterbankbdume
als Spezialfille.

Dieses Kapitel befafit sich mit einigen Anwendungen der verallgemeinerten Spektralzerlegun-
gen im Bereich der digitalen Signalverarbeitung zur Signalanalyse und Datenkompression. In
Abschnitt 7.1 beschreiben wir, wie sich die Menge der verallgemeinerten Spektralkoeffizien-
ten mit Hilfe der Multiskalenanalyse in Teilmengen zerlegen 148t, so dal die Koeffizienten
jeder Teilmenge grob einem Frequenzband zugeordnet werden konnen. Eine Multiskalenana-
lyse entspricht dabei einer Folge von Partitionen der Eins der Gruppenalgebra CG. In [15],
Kapitel 11, deuten Clausen und Baum einen Algorithmus zur effizienten Datenkompression
mittels verallgemeinerter DFTs an. Wir stellen nun in Abschnitt 7.2 ein Gesamtsystem vor,
das diese Ideen erstmalig realisiert, und diskutieren einige der durchgefithrten Experimente
zur randomisierten Datenkompression.

7.1 Zerlegung von Signalrdumen

In diesem Abschnitt widmen wir uns der Analyse des Signalraums L?(X) := {f : X — C}, auf
dessen endlicher Definitionsmenge X eine Gruppe G transitiv operiert. In Abschnitt 7.1.1 zei-
gen wir, wie solche Signale als Elemente der Gruppenalgebra CG aufgefafit werden konnen.
Untergruppenketten von G fithren zu einer G-invarianten Filtration des Signalraums. Dies
fithrt auf das Konzept der diskreten Multiskalenanalyse (MRA), das wir in Abschnitt 7.1.2
behandeln. Die durch die MRA definierte Zerlegung des Signalraums L(X) = @F!W; er-
laubt eine Frequenzinterpretation der G-invarianten Komponenten W; (Abschnitt 7.1.3). In
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Abschnitt 7.1.4 zeigen wir, dafl die MRA-Zerlegung durch die Wedderburn-Zerlegung verfei-
nert wird. Dies erlaubt eine Zuordnung der Koordinatenfunktion zu den der MRA-Zerlegung
korrespondierenden Frequenzbidndern. Wir erlautern in Abschnitt 7.1.5 die Theorie am Bei-
spiel der Gruppe G1og.

7.1.1 Signalrdume

Der Anfang dieser Zusammenfassung folgt den Ausfithrungen von [29]. Nachfolgend wird
beschrieben, wie sich die entsprechenden Aussagen mit Hilfe von Idempotenten formulieren
lassen.

Sei X eine endliche Menge, bei der wir z. B. an eine diskrete Menge von Zeitpunkten oder
an ein Gitter im Raum denken kdénnen. Ein Signal ist im folgenden eine komplexwertige
Abbildung f : X — C. Der komplexe Vektorraum aller Signale wird zusammen mit dem
analog zu 6.9 definierten Standardskalarprodukt (-|-) zu einem Hilbertraum, den wir mit
L?(X) bezeichnen. Fixiert man eine Ordnung auf X, so kann L?(X) mit dem CV, N := | X/,
identifiziert werden.

Sei G eine endliche Gruppe, die auf X operiert. Fiir ¢ € G und z € X schreiben wir dann
gz fiir das Bild unter der von g definierten Permutation auf X und bezeichnen gz als das um
g translatierte Element x. Mit der Operation von G auf X ist eine Darstellung von G auf
L?(X) assoziiert, die durch

(9- f)(z) = f(g tx), firalle z € X, (7.1)

fiir g € G und f € L?(X) definiert ist. Dies ist einfach die Permutationsdarstellung von G auf
L?(X). Das Signal g - f heit das Translat von f um g.

Sei g € X ein ausgezeichneter Punkt und G, der Stabilisator von zy in G. Operiert G
transitiv auf X, dann gibt es fiir jedes z € X ein g, € G, so daf} g,z = = gilt. Die Zuordnung
x — gzGy, definiert eine Bijektion, welche mit der G-Operation auf X und der durch Links-
multiplikation definierten G-Operation auf G/G,, vertriglich ist. Wir kénnen daher X und
G /Gy, als G-Mengen identifizieren. L?(X) ~ L(G/Gy,) kann mit dem folgenden Unterraum
von L?(G) identifiziert werden:

L*(G.Gy,) == {f € L*(G) | f(gh) = f(9), fiir alle g € G,h € Gy} (7.2)

sei der Unterraum des Signalraums L?(G), bestehend aus den auf den Linksnebenklassen von
G, konstanten Signalen. Die Abbildung

nx L) = LX), wx(f)z)= Y [fl9), (7.3)

9€92Gay

f € L*(G), z € X, definiert eine G-lineare Abbildung. Anschaulich wird die Funktion f €
L?(G@) durch wx auf ihren Linksnebenklassen g,G., gemittelt und mit |G| multipliziert.
Die Einschrinkung von mx auf L?(G,G,,) ist ein G-linearer Isomorphismus mittels dem
die Signalriume L?(X) und L%(G,Gy,) identifiziert werden. Zusammenfassend haben wir
gezeigt, daf} eine transitive Operation einer endlichen Gruppe G auf einer Menge X zu einer
durch Linkstranslation definierten G-Operation auf der Menge G/H der Linksnebenklassen
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dquivalent ist, wobei H der Stabilisator eines Punktes von X ist. Die durch die G-Operation
auf L?(X) ~ L?(G, H) definierte Darstellung ist die nach G induzierte triviale Darstellung
1 von H, also 151G (siehe Abschnitt 3.3 von [52]).

Wir wollen nun beschreiben, wie sich die Projektionsabbildungen durch Idempotente aus-
driicken lassen. Sei H C G eine Untergruppe, dann ist L?(H) = CH eine Unteralgebra von
L?(G) = CG. Der analog zu (7.2) definierte Signalraum L?(G, H) ist ebenfalls eine Unter-
algebra von L?(G), die invariant unter G-Links- und G-Rechtsmultiplikation ist. Man sieht
leicht, dafl

L :
e |H|};heL(H) (7.4)

ein Idempotent definiert. Die Faltung mit ey in der Algebra L?(G) definiert eine Projekti-
onsabbildung

mam) : L(G) = L(G, H), wGm(f):=1["en (7.5)
Fiir f € L?(G) und = € G zeigt die Rechnung

mam(f)x) = (f - en)()
= > fl9)enlg™'x)

geG

- Hlf—| 3 1),

gexH

dafl unter den angegebenen Identifikationen die Projektion 7x von (7.3) gerade der Projektion
m(q,m) entspricht. Die Projektion m i) wird auch Radontransformation genannt, die man
sich als ,, Verklumpungsoperator® vorstellen kann. Der Wert 7 17 (f)(go) fiir ein gg € G ergibt
sich als Mittelung der Werte f(g) iiber die Elemente g der Linksnebenklasse go H. Analog zu
(7.5) hat man fiir Untergruppen H C K C G eine Radonabbildung 7 : L?(G, H) — L?*(G, K).
Wir verweisen auf [10] fiir eine allgemeine Definition der Radonabbildungen.

7.1.2 Multiskalenanalyse (MRA)

Ausgehend von zwei verschiedenen Richtungen - der reinen Mathematik und der Bildverar-
beitung -, haben Yves Meyer und Stéphane Mallat die Theorie der sogenannten Multiskalen-
analyse oder MRA (multiresolution analysis) begriindet (siehe [41]). Eine MRA ermoglicht es,
ein Signal in verschiedenen Auflésungen zu betrachten, die sich jeweils um einen Faktor zwei
unterscheiden. Dabei kann die Differenz zweier solcher Auflosungen als Folge von Wavelet-
koeffizienten (einer diskreten orthogonalen Wavelettransformation) kodiert werden, fiir deren
Berechnung es schnelle Algorithmen gibt. Fiir den spéteren Vergleich mit einer diskreten
Version der MRA geben wir zunéchst die Definition der klassischen MRA an:

Definition 7.1.1 Eine Multiskalenanalyse (MRA) des L?(R) ist eine aufsteigende Folge ab-
geschlossener Unterrdume V; C L?(R) mit den folgenden Eigenschaften:

() {o}yc...cVacViCcVyCV,yCVyC...CLYR) mit Uy, Vi = L*(R) und
mieZVi = {0}.
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(2) Die Riume V; sind translationsinvariant: Sei f € V;, dann folgt Vi € R: f(-—1t) € V;.

(3) Es existiert eine Funktion ¢ € L?(R), die auch als Skalierungsfunktion bezeichnet
wird, deren ganzzahligen Translate eine Orthonormalbasis von Vg erzeugen, d. h. Vo =

span{p(- — k)|k € Z}.

(4) Der Raum V; ist im folgenden Sinne eine skalierte Version des Raumes Vy: f € V; <
f(2i ) e .

Sei W; das orthogonale Komplement von V; in V;_;. Das folgende wichtige Hauptergebnis
stellt nun den Zusammenhang zwischen der Wavelettheorie und den MR As her: Zu jeder MRA
existiert ein Wavelet ¢, das sogenannte ,Mutterwavelet“, dessen translatierte und dilatierte
Versionen t; () := 272272 — k), k € Z, fiir jedes i € 7 eine Orthonormalbasis des
Raumes W; bilden. Damit 148t sich der Signalraum L?(R) = @ jez W beziiglich der Wavelet-
basis zerlegen. Wir verweisen auf [23] fiir weitere Einzelheiten.

Das Konzept der MRA wurde auf den Fall diskreter Signalriume iibertragen (siehe z.B.
[29, 57]). Hierbei wird der betrachtete Signalraum, auf dem eine Gruppe G von Symme-
trien operiert, durch eine Kette G-invarianter Unterrdume filtriert, die den verschiedenen
Auflésungen entsprechen. Der , Differenzraum® zweier Auflésungen 148t sich weiter in irredu-
zible G-invariante Unterrdume zerlegen. Dies entspricht der Zerlegung eines Signals in seine
Spektralkomponenten beziiglich G (siehe z. B. [15, 25]).

Sei G zunichst eine beliebige endliche Gruppe, H C G eine Untergruppe und G = G, D
Gn-1 D ... D Gy = H eine Untergruppenkette relativ zu H. Analog zu (7.2) definieren wir
die Signalriume V; := L*(G,G;) C L?(G) fiir 0 < i < n und setzen V,, ;1 := {0}. Dann ist

{0} =V, CVoCVp1C...C Vi CVy=L*G,H) (7.6)

eine G-invariante Filtration von L?(G, H). Der Raum V,, besteht aus den auf G konstanten
Funktionen.

Die Radonabbildung 7; : Vo — V;, 1 < i < n, ist durch Rechtsmultiplikation in der Gruppenal-
gebra mit dem Idempotent eq, = |G;| ! >_gcq; 9 definiert. Die Einschriankung von m; auf
Vi_1, die wir ebenfalls mit m; bezeichnen, definiert ebenso eine G-lineare Projektionsabbildung
auf V;. Weiterhin sei 7,41 die Projektion auf den trivialen Raum V,, 1 = {0}. Das G-invariante
orthogonale Komplement zu V; C V;_ ist durch den Kern W; := {f € V;_1 | m(f) = 0} von
m; definiert. Damit gilt V;_1 = V; ® W;. Bezeichnen wir die Projektionen von V;_; auf W; mit
pi, dann gilt

GH) =V =5 Vi 5 V% ... Vu =5 Via={0},
1 P2 Pn+1
N\ N\
W1 W2 Wn+1

und L2(G, H) = Vo = @I!'W; ist eine orthogonale Zerlegung in G-invariante Unterréiume,
die wir im folgenden als MRA-Zerlegung bezeichnen. Analog zur Multiskalenanalyse fiir kon-
tinuierliche Signalrdume (siehe Definition 7.1.1) haben wir folgende diskrete Version:
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Satz 7.1.2 Sei G eine endliche Gruppe mit Untergruppenkette G = G, D ... D Gy = H, die
auf dem Signalraum L*(X), X := G/H, operiert. Mit den zuvor eingefiihrten Bezeichnungen
haben wir die folgende diskrete Version einer MRA fiir L?(X):

(1) Aufsteigende Kette von Unterraumen: {0} = Vi1 CV,, C ... C V1 C Vo = L*(X), also
insbesondere |J; Vi = L*(X) und (), Vi = {0}.

(2) Translationsinvarianz (G-Invarianz) der V;: Sei f € V;, dann folgt Vg € G : g- f € V;.

(3) Der Skalierungsfunktion entspricht das Idempotent ey :== |H| '3, .y h € Vy. Sei L C
G ein Reprasentantensystem der Linksnebenklassen von H in G, dann ist {¢-er | £ € L}
eine Orthonormalbasis von Vj.

(4) Die Radonabbildung ; stellt den Zusammenhang zwischen den verschiedenen Auflosun-
gen her und entspricht in gewissem Sinne der Skalierbarkeitseigenschaft (4) von Defi-
nition 7.1.1: f € Vy = m(f) € V;.

Aus Sicht der Idempotente ist die diskrete MRA nichts anderes als eine schrittweise Zerlegung
der 1 € CG in paarweise orthogonale Idempotente. Der Zerlegung in Linksideale Vo = W; @& V;
entspricht die Partition € := (1 — eq,,eq,) (siehe Satz 6.1.3). Im néchsten Schritt wird nun
V) weiter zerlegt, was mit einer weiteren Zerlegung von e, korrespondiert. Man sieht leicht,
daB zu der Zerlegung Vy = Wy & Wy @ Vs die Partition € := (1 —eq,, eq, — €a, €G,) gehort.
Aus eg,eq, = eq, folgt sofort, dafl €; tatsdchlich eine Partition der Eins definiert. Induktiv
erhalten wird damit eine Folge von Partitionen der Eins, die beziiglich der in (6.4) definierten
Halbordnung < eine linear angeordnete Kette bilden:

€1 < € < ... < Ep_1 =< €n.

Dabei enspricht der feinsten Zerlegung L?(G, H) = Vj = @?;rllWi die Partition

-

en="(1—eq,, €G, — €Gys -+ €G,_| — €Gps €GC,)-

7.1.3 Frequenzinterpretation der MRA

Wie schon der Name der Multiskalenanalyse besagt, entsprechen die Raume V; Auflésungen
des Signalraums L?(X) auf verschiedenen ,Skalen“. Mit wachsendem i ist die Projektion
7;(f) eines Signals f € L?(X) eine immer grébere Approximation von f. Die i-te Auflssung
7;(f) erhilt man durch Mittelwertbildung iiber die Linksnebenklassen von GG;, was bei unserer
Konvention fiir die Numerierung der Gruppenelemente (siehe Abschnitt 5.3) der Mittelwert-
bildung jeweils |G;| benachbarter Werte entspricht.

Das Idempotent eq, kann aus Sicht der Signaltheorie als Filter h = (hy)kez interpretiert

werden, dessen nicht verschwindende Filterkoeffizienten durch hg = hy = ... = hg,_; = ‘é‘

gegeben sind. Die sogenannte Frequenzantwort ist durch die Fourierreihe

H(w) := theﬂmm (7.7)
kEZ
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definiert. Da die Filterkoeffizienten hj reell sind, ist die durch den Betrag der Frequenzant-
wort definierte Funktion w — |H(w)|, die auch als Amplitudengang bezeichnet wird, eine
gerade Funktion der Periode 1. Damit ist der Amplitudengang durch Angabe auf dem Be-
reich [0, %] vollstindig beschrieben. Entsprechend der Natur des Amplitudengangs werden
Filter typischerweise in Tiefpaffilter (tiefe Frequenzen werden durchgelassen, hohe gesperrt),
Hochpaffilter (hohe Frequenzen werden durchgelassen, tiefe gesperrt) und Bandpaffilter (nur
ein bestimmtes Frequenzband, das die Frequenz Null nicht enth&lt, wird durchgelassen, alles
iibrige gesperrt) eingeteilt (siehe Abbildung 7.1).

@ |, ®) ©

va 12 V4 12 va 12

Abbildung 7.1: Amplitudengang eines idealen (a) Tief-, (b) Hoch- und (c) BandpafBfilters.

Bei diskreten Signalen der Linge N lassen sich grofle positive Frequenzen nicht von kleinen
negativen Frequenzen unterscheiden, d. h. die Zahl der Oszillationen der Exponentialfunktion
der Frequenz w stimmt mit der der Frequenz N —w iiberein. Dieser Sachverhalt wird durch das
Nyquist- Theorem ausgedriickt: Die maximal unterscheidbare Frequenz oder Nyquist-Frequenz
fiir diese Abtastrate ist N/2 Oszillationen pro N Einheiten, also % Wir wollen an dieser
Stelle fiir weitere Einzelheiten auf die Standardliteratur der digitalen Signaltheorie (siehe z. B.
[33, 64, 65]) verweisen. Untersucht man die Frequenzantworten der durch die Idempotente e,

und eg,; , — e, definierten Filter, so ergibt sich der folgende Satz:

Satz 7.1.3 Sei G = G, D ... D Gy = {0} eine Untergruppenkette und f € L?(G). Die
zugehorige diskrete MRA lafst sich auf folgende Weise signaltheoretisch interpretieren:

e Die Projektion m;(f) auf Vi, 1 < i < n, entspricht einer Filterung von f mit dem
durch eq, definierten Tiefpaffilter. Der Durchlafbereich des Filters (bei nicht-idealen
Filtern nach Definition der Bereich, bei dem der Amplitudengang unter einem gewissen

Schwellenwert liegt) entspricht dabei dem Intervall [0, ﬁ .

e Die Projektion p;(f) auf W;, 1 < i < n, entspricht einer Filterung von f mit dem durch
eg;_, — eq,; definierten Bandpaffilter. Hierbei setzen wir e, = 1. Der Durchlaf$bereich
des Filters entspricht daber dem Intervall [ﬁ, m} Aus der Definition V11 = {0}

folgt weiterhin pp11(f) = m(f)-
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Die Abbildung 7.2 illustriert diese Frequenz-Interpretation am Beispiel der MRA beziiglich ei-
ner Kompositionsreihe einer 2-Gruppe. Es sind jeweils die Amplitudenginge der den Rdumen
V; und W; entprechenden Filter fiir : = 1,...,4 dargestellt.

\% V Vv \%

1 2 3 4
1.2 1.2 1.2 1.2
1 1 1 1
0.8 0.8 0.8 0.8
0.6 0.6 0.6 0.6
0.4 0.4 0.4 0.4
0.2 0.2 0.2 0.2
O0 0.5 00 0.5 0O 0.5 00 0.5
W1 W2 W3 W4
1.2 1.2 1.2 1.2
1 1 1 1
0.8 0.8 0.8 0.8
0.6 0.6 0.6 0.6
0.4 0.4 0.4 0.4
0.2 0.2 0.2 /\ 0.2 A
OO 0.5 00 0.5 OO 0.5 00 /\/\05

Abbildung 7.2: Amplitudengéinge der mit den Ridumen V; und W; korrespondierenden Filter.

In Abbildung 7.3 ist ein Beispiel fiir eine Multiskalenanalyse beziiglich einer Kompositions-
reihe einer 2-Gruppe der Ordnung 256 dargestellt. Die MRA-Zerlegung ist in diesem Fall die
Haar-Wavelet-Zerlegung. Beim Signal f handelt es sich um die Uberlagerung zweier Sinus-
schwingungen der Frequenzen 5 bzw. 50 mit zwei zusétzlichen Impulsen an den Stellen 64
und 128.
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Abbildung 7.3: MRA beziiglich der Kompositionsreihe einer 2-Gruppe der Ordnung 256.
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7.1.4 MRA und Spektralzerlegung

In diesem Abschnitt wollen wir die Idee der Multiskalenanalyse auf den Fall endlicher auflésba-
rer Gruppen G mit Kompositionsreihe 7 = (G = G,,>...>G1>Gy = {1}) anwenden. Wir zei-
gen zunichst, daf§ die Zerlegung von L?(G) = CG in isotypische Komponenten (Wedderburn-
Zerlegung, siehe Korollar 6.2.1) eine Verfeinerung der durch die MRA definierten Zerlegung
ist. Dabei verwenden wir die in Abschnitt 6.2.1 eingefiihrte Notation.

Sei also Irr(G) = {D,..., D} eine Transversale irreduzibler Darstellungen und irr(G) die
Menge der zugehorigen irreduziblen Charaktere. Wir definieren fiir 0 < ¢ < n die Teilmengen

Irr(G, G;) :={D € Irr(G) | G; C ker(D)} (7.8)

der auf G; trivialen Darstellungen von Irr(G) und die Teilmenge irr(G, G;) der zugehorigen
Charaktere. Auf G; triviale Darstellungen von G entsprechen offensichtlich eineindeutig den
Darstellungen von G/G; und {D : gG; — D(g) | D € Irr(G, G;)} definiert eine Transversale
Irr(G/G;) irreduzibler Darstellungen von G/G;. Die Charaktere zu D seien mit x bezeichnet.
Dann gilt fiir die durch (6.7) definierten Idempotente ey nach Korollar 6.2.1 die Gleichung

» - T
1= > €>~<=Z<|g5622.|' > kg he)= Y (Zé;G)i-x(g H)s.

Xx€irr(G/G;) X 9€G/G; ge€G/G; X

Hieraus folgt:

> M e = (19)

Es sei L C G ein Vertretersystem der Linksnebenklassen von GG; in G mit 1 € L als Vertreter
der Linksnebenklasse G;. Es bezeichne /G; die Klasse von £ € L in G/G;. Da x((£-h)™') =
x(¢71G;) fir alle £ € L und h € G; gilt, folgt aus (7.9):

Y. e = (% > xto™)9)

x€irr(G,G;) xE€irr(G,G;)

Il
Q| —
=
/N
— M

Mit anderen Worten, das Idempotent eg, 1a8t sich als Summe der Idempotente e,
x € irr(G, G;), schreiben. Da CGe,, gerade die x-isotypischen Komponenten der Wedderburn-
Zerlegung definiert, ergibt sich der folgende Satz:
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Satz 7.1.4 Sei G eine endliche auflésbare Gruppe mit Kompositionsreihe T. Dann ist die
Zerlegung von L?(G) = CG in seine isotypischen Komponenten (Wedderburn-Zerlegung) eine
Verfeinerung der MRA-Zerleqgung L?(G) = ea;ljfwi. Insbesondere gilt:

eq, = > e 0<i<n,
x€irr(G,G;)
v, = P CGe,, 0<i<n,
Xx€Eirr(G,G;)
W, = P CGey, 1<i<n,
x€irr(G,Gi-1)\irr(G,G;)
Wn+1 B Vn

Wir kommen nun auf die in Abschnitt 6.3.3 definierte Spektraldarstellung zuriick. Mit den
dort eingefithrten Bezeichnungen 148t sich ein Signal f € L?(G) in seine Spektralkomponenten
f= kaj fkw,A;w,, mit den Spektralkoeffizienten fk#,, = (f|Aku) zerlegen. Nach (3) von
Satz 6.3.3 ist diese Zerlegung eine Verfeinerung der Wedderburn-Zerlegung und damit auch
der MRA-Zerlegung. Mit anderen Worten, es gibt fiir jede Koordinatenfunktion Ay, genau
ein i € [1: n+ 1], so dal Ay, € W; gilt. Genauer gilt:

Korollar 7.1.5 Sei A := {Ay,,,1 <k < h, 1 < p,v <dg} die Menge aller Koordinaten-
funktionen zu einer DFT D = @ZZIDk. Dann definiert

A" = {Ag € (G, G) \ Irr(G,Gi)}, 1<i<n+]1,

eine Partition von A. Weiterhin bilden die Koordinatenfunktionen von A' eine Orthonormal-

basis fiir W;.

Ist f € L?(G) ein Signal, so ist die Grofie des Spektralkoeffizienten fkw, ein Maf} dafiir, mit
welcher Energie die Koordinatenfunktion Ay, in f ,enthalten“ ist. Daher kann man aus den
Spektralkoeffizienten zu den Koordinatenfunktionen von A’ ablesen, wie sich die Energie des
Signals f auf die zu W; korrespondierenden Frequenzbéinder verteilt.

Abschlieflend sei angemerkt, dafl die MRA-Zerlegung nur von den Ordnungen der Gruppen
G;, also dem Tupel (|Gy|,|Gpn-1],---,|G1|), abhingt. So stimmen z. B. fiir p-Gruppen fester
Ordnung die MRA-Zerlegungen beziiglich beliebiger Hauptreihen {iberein. Erst bei der Wed-
derburn-Zerlegung oder Spektralzerlegung treten dann die gruppenspezifischen Unterschiede
auf.
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7.1.5 Beispiel: 2-Gruppe G

Wir wollen die Uberlegungen dieses Abschnitts am Beispiel der in Abschnitt 2.3 definier-
ten Gruppe G198 veranschaulichen. Die Knoten der obersten Stufe des Charaktergraphen in
Abbildung 7.4 entsprechen den irreduziblen Darstellungen in Irr(G1gg). Die Menge A’ der
Koordinatenfunktionen 148t sich im Charaktergraph leicht anschaulich identifizieren: Die ent-
sprechenden Darstellungen sind gerade diejenigen, die sich iiber der trivialen Darstellung
von G;_1, aber nicht iiber der trivialen Darstellung von G; befinden. In Abbildung 7.4 sind
dies gerade die Koordinatenfunktionen zu den Darstellungen der obersten Stufe 7, deren
Einschinkung auf G; die Darstellung D; ; enthalten.

Abbildung 7.4: Partitionierung der Darstellungen von Gog geméfi der MRA.

In Abbildung 7.5 sind gemiB der Partitionierung A = U$_; A’ alle Koordinatenfunktionen von
G198 dargestellt. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wurden nur die Realteile der Koordina-
tenfunktionen abgebildet (vgl. mit Abbildung 6.5, wo sowohl die Real- also auch Imaginirteile
dargestellt sind). Nach Satz 7.1.3 kénnen die Koordinatenfunktionen von A?, 1 <4 < 7, dem

Frequenzband [ﬁ, m} und die von A® dem Frequenzband [0, ﬁ} zugeordnet werden.
Mit fallendem 4 beinhalten die entsprechenden Frequenzbinder immer gréflere Frequenzen.
Diese Interpretation wird auch durch Abbildung 7.5 bestéitigt. Fiir fallendes ¢ werden die

Oszillationen der Koordinatenfunktionen immer starker.
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Abbildung 7.5: Realteile der in W; enthaltenen Koordinatenfunktionen von G1og.
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7.2 Datenkompression

Die grundlegende Idee der Fourieranalyse ist, dafl die Spektraldarstellung einer Funktion
Symmetrien offenbaren kann, die im Definitionsbereich des Signals (,,Zeitbereich®) versteckt
sind. Wird das Fourierspektrum von einigen wenigen groflen Koeffizienten dominiert, dann
ist das Signal f annihernd eine Linearkombination der entsprechenden Koordinatenfunktio-
nen. Diese Konzentration der Signalenergie kann z.B. fiir Kompressionszwecke ausgenutzt
werden. In diesem Abschnitt besprechen wir, wie auf solche Weise verallgemeinerte Spek-
traltransformationen zur effizienten Datenkompression eingesetzt werden kénnen. Grundziige
der Ideen wurden von Clausen und Baum in Kapitel 11 von [15] dargestellt. Wir stellen ein
Gesamtsystem vor, das diese Ideen erstmalig realisiert.

7.2.1 Thresholding

Angenommen, wir wollen einen beliebigen komplexen Datenvektor f € CV der Linge N € N
komprimieren. Hierbei nehmen wir eine kleine kontrollierbare Storung der Daten in Kauf, die
durch eine Genauigkeitsschranke vorgegeben ist. Folgende auf einer Spektralanalyse beruhen-
de Methode zur Datenkompression ist denkbar:

(1) Wéhle eine endliche Gruppe G der Ordnung N.

(2) Numeriere die Elemente von G, so dafl der Datenvektor f als Element der Gruppenal-
gebra CG aufgefafit werden kann.

(3) Berechne die verallgemeinerten Spektralkoeffizienten flwv von f beziiglich G.

(4) Speichere nur die groflen Spektralkoeffizienten mit ihren jeweiligen Positionen. Die klei-
neren Spektralkoeffizienten werden einfach weggelassen.

Ist die Energie von f in wenigen grofien Spektralkoeflizienten konzentriert, so konnen auf diese
Weise hohe Kompressionsraten erzielt werden. Sei I die Indexmenge fiir die abgespeicherten
Spektralkoeffizienten, dann ist

f = Z fk/wAk/w (710)

(kuv)el

die komprimierte, approximative Version des Originalsignals f. Der Fehler beziiglich der eu-
klidischen Norm |- | ergibt sich wegen der Orthogonalitit der Spektraltransformation aus
der Formel von Plancherel:

F=fB=U-Flr=N= > |fuwl (7.11)

(kpv)¢ 1

Das Verfahren, bei dem Koeffizienten im Transformationsbereich entfernt werden, deren Be-
trag unter einem festgelegten Schwellenwert (Threshold) liegen, nennt man auch Threshol-
ding. Es gibt verschiedene Strategien, die Anzahl der zu verbleibenden Spektralkoeffizienten
zu bestimmen:
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(2)
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Wiihle eine globale Schranke ¢ und fithre damit das Thresholding durch. Entferne also
alle Spektralkoeffizienten f,, mit |fg,.,| < 4.

Lege eine Kompressionsrate fest und wéhle entsprechend dieser Rate die betragsméfig
grofiten Spektralkoeffizienten aus. Bei einer Kompressionsrate von 1 : 10 werden also
10% Prozent der betragsmifig grofiten Koeffizienten ausgewihlt und 90% der Koeffizi-
enten auf Null gesetzt.

Wiihle beziiglich der euklidischen Norm eine Genauigkeitsschranke, innerhalb der das
komprimierte Signal f relativ zu f liegen soll. Die relative |- |2-Genauigkeit wird im
folgenden in Prozent angegeben und durch

2 4000,

[f12

berechnet. Mit der Genauigkeitsschranke in Prozent ergibt sich dann eine Bedingung
fiir die Anzahl der notwendigen Spektralkoeffizienten.

Weiterhin kénnen anstelle der komplexen Spektralkoeffizienten fk;w auch die Real- und Ima-
ginérteile getrennt betrachtet werden. Wir bezeichnen diese im folgenden einfach als die reellen
Koeffizienten der Spektraltransformation.

Realteil Imaginarteil

1 1 {

1) 0 | 0 l
-1 -1

2000 4000 6000 2000 4000 6000
20 1 20
2) 0 o Orkg% Y

-20 -20

2000 4000 6000 2000 4000 6000

20 1 20
(3) 0 HiL ﬁl | 0 llrlll 1
-20 =20

2000 4000 6000

2000 4000 6000

1 1
(4) 0 0 |
-1 -1
2000 4000 6000 2000 4000 6000

Abbildung 7.6: Thresholding eines Chirpsignals beziiglich der Gruppe Lib7s60(37). (1) Signal

f, (2) Spektralkoeffizienten fkw,, (3) Spektralkoeffizienten mit \fk#,,| <4, (4) Signal f.
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Abbildung 7.6 illustriert die Vorgehensweise an einem Beispiel. In Zeile (1) sind Real- und
Imaginirteil eines komplexen Chirpsignals f der Linge N = 7560 abgebildet. Dieses Signal
wurde beziiglich der durch die Gruppe G = Lib7s60(37) (siehe Abschnitt 3.4.1) definierten
DFT in den Fourierbereich transformiert. Zeile (2) zeigt den Real- bzw. den Imaginérteil
der Spektralkoeffizienten, die lexikographisch beziiglich der Tripel (k, u,v) angeordnet sind
(siehe (2.4)). Es handelt sich dabei um 15120 reelle Koeffizienten, von denen die 200 grofiten
Koeffizienten ausgewihlt und alle anderen Koeffizienten auf Null gesetzt wurden (Zeile (3) von
Abbildung 7.6). Dies entspricht also einer Kompressionsrate von 200 : 15120 ~ 1 : 76, wobei
sich 96.3% der Signalenergie in den 200 Koeffizienten konzentriert. Aus der Bedingung fiir die
Anzahl der Koeffizienten ergibt sich in diesem Beispiel der Schwellenwert § = 1.846, d. h. alle
Real- und Imaginirteile der Spektralkoeffizienten, deren Betrag unter dieser Schranke liegen,
wurden beim Thresholding auf Null gesetzt. Durch Riicktransformation erhilt man das in
Zeile (4) dargestellte approximative Signal f.

7.2.2 Gesamtsystem

Das im letzten Abschnitt beschriebene Verfahren zur Datenkompression mittels verallgemei-
nerter Spektraltransformationen wurde erstmals implementiert. Wir diskutieren in den folgen-
den Punkten die wesentlichen Merkmale des Gesamtsystems, das in Abbildung 7.7 dargestellt
ist:

(1) Gegeben ist eine Bibliothek von konsistenten pc-Prisentationen, die iiberauflosbare
Gruppen G verschiedener Ordnung N definieren (siehe Abschnitt 3.4.1). Die Daten, die
fiir die Beschreibung einer pc-Présentation fiir eine Gruppe der Ordnung N benotigt
werden, haben einen Speicherplatzbedarf von O(log® N) (siehe (2.7) und (2.8)).

(2) Sei f der zu komprimierende komplexe Datenvektor der Linge N. Zur Speicherung
dieses Vektors werden 2 - N Gleitkommazahlen benotigt. Aus der Bibliothek wird eine
konsistente pc-Priasentation ausgewéhlt, die eine Gruppe G = Liby (k) der Ordnung N
mit Kompositionsreihe T definiert.

(3) Zu G wird eine Transversale T-angepaBter e(7)-monomialer irreduzibler Darstellungen
Irr(G, T) berechnet. Dies wird durch den BC-Algorithmus mit O(N log N) Additionen
in Z., wobei e den Exponenten von G bezeichnet, bewerkstelligt. Die Darstellungen
werden in Form der DFT-Datenstruktur abgespeichert, die einen Speicherplatzbedarf
von O(N) Zahlen in Z, hat. (Siehe Kapitel 3.)

(4) Die Berechnung der verallgemeinerten Spektralkoeffizienten fy,,, wird auf eine DFT-
Auswertung zuriickgefithrt (siehe (6.18)). Die DFT kann schnell mit Hilfe der FFT
(Baum-Algorithmus) mit O(N log N) komplexen Operationen (also Gleitkommaopera-
tionen) ausgewertet werden. Der Algorithmus benétigt dabei einen linearen Speicher-
platzbedarf O(N) an Gleitkommazahlen. (Siehe Kapitel 5.)

(5) Ist die vorgegebene Genauigkeitsschranke, die fiir die Kompression eingehalten werden
soll, in Form der relativen |- [2-Genauigkeit angegeben, so miissen die Spektralkoef-
fizienten der Grofle ihrer Betrdge nach sortiert werden. Standard-Sortieralgorithmen,
wie z.B. Mergesort, bewerkstelligen dies in O(N log N). Das Auswéhlen der grofiten
Koeffizienten, bis die geforderte Energieschranke iiberschritten ist, geht dann in O(N).
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(6) Analog zu (4) kann unter Benutzung der IFFT das komprimierte Signal f berechnet
werden. Dies benotigt wie in (4) den Aufwand O(N log N).

‘ Auswahl von (G,T)
Bibliothek an konsistenten mit |G| = N : N
pc-Praesentationen Datenvektor f in C
> SB = O(N)
SB = O(log® N
pro pc-lgraes. ) i FFT
=)
t=O(N log?N) - 9
Spektralkoeffizienten Ty,
Transversale irreduzibler SB = O(N)
Darstellungen 1rr(G,T)
evtl. Sortieren
SB=0MN) t=O(N log N)

Spektralkoeffizienten T,

nach Thresholding
SB = Speicherplatzbedarf
t = Zeit SB = O(N)
IFFT
t=0O(N log N)

Komprimiertes Signal f
SB=0(N)

Abbildung 7.7: Gesamtsystem zur DFT-basierten Datenkompression.

Alle Berechnungen kénnen mit Hilfe schneller Algorithmen durchgefiihrt werden, die jeweils
eine Laufzeit von O(N log N) haben und mit einem Speicherplatz O(N) auskommen. Das im-
plementierte Gesamtsystem ermdglicht damit eine Datenkompression, die in Echtzeit durch-
gefithrt werden kann.

Im allgemeinen gibt es fiir festes N eine grofle Anzahl iiberauflosbarer Gruppen. Zum Bei-
spiel wichst die Anzahl der Isomorphieklassen von Gruppen der Ordnung p”, wobei p eine
Primzahl bezeichnet, exponentiell in n. Higman und Sims geben in [34] bzw. [54] asymptoti-
sche Abschiatzungen, welche zeigen, dafl die Anzahl der Isomorphieklassen von Gruppen der
Ordnung p" sich wie p2n*/21+0(n*") yerhilt. Besche und Eick geben in [6] die Anzahl der
Isomorphieklassen von Gruppen fiir alle Ordnungen bis 1000 mit Ausnahme der Ordnungen
512 und 768 an. Unter anderem gibt es 2328 Isomorphieklassen von Gruppen der Ordnung
128 und 56092 fiir die Ordnung 256. In [27] wird gezeigt, daB es fiir die Ordnung 512 bereits
10.494.213 Isomorphietypen gibt.

Jede Isomorphieklasse einer iiberauflésbaren Gruppe definiert eine grundsétzlich verschiedene
Spektralzerlegung, die mit dem oben beschriebenen System schnell generiert und ausgewertet
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werden kann. Aufgrund der groflen Anzahl nicht-isomorpher iiberauflésbarer Gruppen, z. B.
fiir Gruppen der Ordnungen p", bietet sich folgendes randomisierte adaptive Verfahren zur
Datenkompression an (siche auch [15]):

e Wihle fiir jeden zu komprimierenden Datenvektor f der Linge N randomisiert eine
pc-Prisentation der Bibliothek zu einer Gruppe der Ordnung N und fithre die zuvor
beschriebene Datenkompression aus.

e Wiederhole dieses Verfahren fiir festes f mehrere Male und speichere das beziiglich
der gewdhlten Qualitdtsmafles beste Kompressionsergebnis samt der zugehdrigen pc-
Prisentation ab.

Als Kriterium fiir die Wahl der ,besten“ pc-Priasentation kann hierzu z.B. die minimale
Anzahl der nicht auf Null gesetzten Spektralkoeffizienten oder die maximale Energie des
komprimierten Signals bei fest vorgegebener Anzahl der zu speichernden Spektralkoeffizienten
dienen.

7.3 Experimente

In diesem Abschnitt beschreiben wir einige der Experimente, die mit dem zuvor beschrie-
benen Gesamtsystem zur Datenkompression durchgefiihrt wurden. In den angefiihrten Bei-
spielen wird diskutiert, inwieweit sich die durch die verschiedenen pc-Prisentationen defi-
nierten Spektraltransformationen unterscheiden. Unter anderem wurde bei Vorgabe der | - |2-
Genauigkeitsschranke (siehe Abschnitt 7.3.1) und bei Vorgabe der Kompressionsrate (siehe
Abschnitt 7.3.2) eine statistische Untersuchung zum Verhalten der verschiedenen Spektral-
transformationen durchgefiihrt. Abschlielend illustrieren wir in Abschnitt 7.3.3 anhand zweier
Beispiele, wie man durch randomisierte Datenkompression eine gute Approximation der Wel-
lenform der Originalsignale erhélt.

7.3.1 Vorgabe der |- |;-Genauigkeitsschranke

Im folgenden Experiment wurde das in (1) von Abbildung 7.8 dargestellte Signal f, das aus
Sinusschwingungen zusammengesetzt ist, mit Hilfe verschiedener Gruppen der Ordnung 128
komprimiert. Dabei wurde fiir das Thresholding eine relative | - |2-Genauigkeitsschranke von
99% vorgegeben, d. h. im Spektralbereich wurden so viele der betragsmifig grofiten Real- und
Imaginérteile der Spektralkoeffizienten gewiahlt, bis mindestens 99% der Signalenergie von f in
diesen Koeffizienten konzentriert war. Das Thresholding wurde fiir insgesamt 2328 pc-Prisen-
tationen durchgefiihrt, wobei die pc-Préisentationen paarweise nicht-isomorphe Gruppen defi-
nieren (es gibt 2328 Isomorphieklassen von Gruppen der Ordnung 128, siehe Abschnitt 3.4.1).
Unter allen Gruppen der Bibliothek verhélt sich G = Lib;9g(40) am giinstigsten: 99% der Sig-
nalenergie konzentrieren sich in 44 der 256 Real- und Imaginérteile der Spektralkoeffizienten.
Das komprimierte, aus diesen Koeffizienten riicktransformierte Signal f ist in (2) dargestellt.
Im Gegensatz hierzu werden bei der Gruppe G = Lib95(456) fiir dieselbe Aufgabe 171 reelle
Koeffizienten benotigt (siehe (3)).
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Abbildung 7.8: Thresholding bei relativer | - |2-Genauigkeit von 99%. (1) Originalsignal f, (2)
f fiir G = Liby2g(40) mit 44 Koeffizienten, (3) f fiir G = Lib19g(456) mit 171 Koeffizienten.

In Abbildung 7.9 kann man ablesen, wieviele der 2328 Gruppen die oben gestellte Aufgabe mit
jeweils welcher Anzahl an reellen Koeffizienten l6sen kénnen. Die in (2.9) definierte Gruppe
G128 benotigt iibrigens 92 Koeffizienten und liegt damit im Mittelfeld.

[e]
o

[e2]
o

N
o

Anzahl der Gruppen
N
o

o

50 100 150 200 250
Anzahl der reellen Koeffizienten

Abbildung 7.9: Anzahl der bendtigten Koeffizienten bei relativer || - |o-Genauigkeit von 99%

Damit kann mit der Gruppe G = Lib95(40) die hochste Kompressionsrate von 44 : 256 ~ 1 : 6
erzielt werden. Natiirlich ist die Wahl der ,besten“ Gruppe vom jeweiligen Signal f abhingig,
wie wir auch in den néichsten Abschnitten sehen werden.
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7.3.2 Vorgabe der Anzahl der Koeffizienten

Unter Verwendung derselben Gruppen wie in Abschnitt 7.3.1 wurde in diesem Experiment
die Kompressionsrate in Form der Anzahl der zu speichernden Real- und Imaginérteile der
Spektralkoeffizienten vorgegeben. Beim Signal f handelt es sich um ein Peak an der Stelle 64.
Dies ist bekanntlich fiir die klassische Fouriertransformation der ,,worst case“. Da die Koor-
dinatenfunktionen der zyklischen DFT periodisch sind, miissen zur Darstellung von lokalen
Phinomenen viele Koordinatenfunktionen herangezogen werden. Mit Hilfe verallgemeinerter
Spektraltransformationen kann der Peak unter Umsténden aus viel weniger Koordinatenfunk-
tionen zusammengesetzt werden. Ist insbesondere die Gruppe nicht-abelsch und besitzt sie
hochdimensionale monomiale Darstellungen, so haben die entsprechenden Koordinatenfunk-
tionen einen schmalen Triger und eignen sich gut zur Darstellung lokaler Phinomene.

Bei der Gruppe G = Liby2g(138) sind z. B. in 25 reellen Koeffizienten 97% der Signalenergie
enthalten. Dies entspricht einer Kompressionsrate von 1 : 10. Der Peak, wie (2) in Abbildung
7.10 zeigt, kann gut durch wenige Koordinatenfunktionen approximiert werden. Bei der Grup-
pe G = Libj9g(128) hingegen bleibt bei Verwendung der 25 grofiten Koeffizienten nur 44%
der Signalenergie erhalten. Dementsprechend schlecht ist die Approximation f (siehe (3)).
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Abbildung 7.10: Kompression um den Faktor 10. (1) Originalsignal f, (2) f fir G
Lib128(138), (3) f fir G = L1b128(128)
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Der Grund fiir das gute Approximationsverhalten der Gruppe Libyog(138) liegt darin, dafl
diese eine irreduzible monomiale Darstellung vom Grad 8 hat. (Nebenbei sei angemerkt, daf}
genau 75 der 2328 Isomorphieklassen der Gruppen der Ordnung 128 eine solche Darstellung
haben.) Die entsprechenden Koordinatenfunktionen haben wegen der Monomialitit der Dar-
stellung einen schmalen Triger, der einem Achtel der Gesamtlinge des Definitionsbereiches
entspricht. Mit anderen Worten nehmen die entsprechenden Koordinatenfunktionen nur auf
16 der 128 Gruppenelemente einen von Null verschiedenen Wert an. Die Gruppe Libj2g(128)
hingegen ist abelsch, d.h. alle Darstellungen haben den Grad 1. Damit haben die entspre-
chenden Koordinatenfunktionen, wie im Fall der klassischen Fouriertransformation, einen
vollen Triger und lokale Phinomene lassen sich nur durch Uberlagerung vieler verschiedener
Koordinatenfunktionen zusammensetzen. In Abbildung 7.11 sind jeweils typische Koordina-
tenfunktionen fiir die beiden Gruppen dargestellt.

Realteil Imaginérteil

0.2 0.2
Lib128(138) 0 0
-0.2 -0.2
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0.2 0.2
-0.2 -0.2
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Abbildung 7.11: Typische Koordinatenfunktionen fiir eine Darstellung vom Grad 8
(Lib12g(138)) und eine Darstellung vom Grad 1 (Libygg(128)).

In Abbildung 7.12 findet man wieder eine Statistik iiber das Verhalten der 2328 pc-Présenta-
tionen der Bibliothek. Nun ist jeweils die Anzahl der Gruppen dargestellt, bei denen sich der
entsprechende Energieanteil in Prozent in den 25 gréfiten reellen Koeffizienten konzentriert.
Die Gruppe Gag von (2.9) bewegt sich mit 76% wieder im Mittelfeld.
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Abbildung 7.12: Relative |- |2-Genauigkeit bei fester Anzahl an Koeffizienten
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7.3.3 Experimente zur randomisierten Datenkompression

Im Rahmen dieser Arbeit wurden erste Experimente zur randomisierten Datenkompression
durchgefiihrt. Es hat sich dabei herausgestellt, dafl das Konzentrationsverhalten der verschie-
denen verallgemeinerten Spektraltransformationen sehr stark vom jeweiligen zu komprimie-
renden Signal abhéngt. Z. B. kénnen bei quasi-periodischen Signalen, die keine lokalen Phéno-
mene wie Peaks aufweisen, Koordinatenfunktionen zu niederdimensionalen Darstellungen, de-
ren Trager sich auf den gesamten Definitionsbereich erstrecken, gute Approximationen liefern.
Demgegeniiber schneiden in diesen Fillen Koordinatenfunktionen hochdimensionaler Darstel-
lungen aufgrund ihrer schmalen Tréger eher schlecht ab, die aber dafiir um so besser abrupte
Verénderungen und lokale Schwankungen im Signal erfassen kénnen (siehe auch Abbildung
7.11). In Abhéngigkeit von der Gruppe hat die aus den jeweiligen Koordinatenfunktionen be-
stehende Orthonormalbasis des Signalraums ein unterschiedliches Approximationsverhalten.
Fiir die Kompression eines gegebenen Signals f kann damit aus einer ganzen Bibliothek an
orthogonalen Transformationen adaptiv die fiir f ,,beste* Transformation gewéihlt werden.

Zur Mlustration der randomisierten Datenkompression geben wir zwei Beispiele zu den durch-
gefithrten Experimenten, bei denen u.a. Audiosignale verwendet wurden.
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Abbildung 7.13: Kompression um den Faktor 10. (1) Originalsignal f, (2) f fir G =
Lib1024(232), (3) f fir G = L1b1024(102)
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Zeile (1) von Abbildung 7.13 zeigt den Ausschnitt eines Sprachsignals, welches in etwa dem
Wortlaut des Wortes ,wann“ entspricht. Hierbei stimmen linker und rechter Kanal iiberein,
die den Real- bzw. Imaginérteil des komplexen Eingangssignals f der Linge N = 1024 defi-
nieren. Bei Vorgabe der Kompressionsrate 1 : 10, welches der Wahl der 256 grofiten reellen
Koeffizienten entspricht (siehe Abschnitt 7.3.2), wurden randomisiert konsistente pc-Priisen-
tationen zu Gruppen der Groflie 1024 ausgewéihlt und die Datenkompression durchgefiihrt.
Zeile (2) bzw. Zeile (3) zeigen das dabei beste bzw. schlechteste erzielte Kompressionsergeb-
nis: Bei der Gruppe G = Libyg24(102) konzentrieren sich 87.5% der Signalenergie in den 256
Koeffizienten, wahrend es bei der Gruppe G = Liby(24(232) nur 79.5% sind.

Analog zum vorherigen Abschnitt ist in Abbildung 7.14 dargestellt, wie sich die Energie
der verwendeten 302 Gruppen der Ordnung 1024 in den 256 grofiten reellen Koeffizienten
konzentriert.

N B (2] (o]
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|

Anzahl der Gruppen
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80 85 90
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Abbildung 7.14: Relative |- |2-Genauigkeit bei fester Anzahl an Koeffizienten

Als Referenz gegeniiber dem Heimatort ,Boblingen“ des Autors wurde ein entsprechendes
Sprachsignal der Linge N = 7560 mit 86 zuféllig ausgewihlten Gruppen derselben Ordnung
komprimiert. Das Ergebnis ist in Abbildung 7.15 zu sehen. Wiahrend G = Libz560(6) immerhin
95.8% der Signalenergie in den 1000 grofiten reellen Koeffizienten, was einer Kompressionsrate
von 1 : 15 entspricht, zu konzentrieren vermag, bleiben in diesem Fall bei G = Libzs60(77)
nur 88.1% der Energie iibrig.

Die schlechtere Approximation der Wellenform von f im Fall G = Libys60(77) ist in der Ab-
bildung deutlich zu erkennen: Erstens sind markante Stellen des Originalsignals f (siehe (1))
in der Approximation (3) weniger stark ausgeprigt als in (2). Zweitens ist das rekonstruierte
Signal in (3) wesentlich stérker verrauscht als im Fall (2), was auch akustisch nachvollziehbar
ist.
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Abbildung 7.15: ,Boblingen“ bei 1000 reellen Koeffizienten. (1) Originalsignal f, (2) f fiir
G = Libzs60(6), (3) f fiir G = Librsgo(77).
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7.4 Zusammenfassung und Ausblick

Das vorgestellte Verfahren zur Datenkompression wéihlt in Abhéingigkeit vom zu komprimie-
renden Signal f eine verallgemeinerte Spektraltransformation (definiert durch die zugrunde-
liegende pc-Prisentation), die in moglichst wenigen Spektralkoeffizienten moglichst viel von
der Signalenergie zu konzentrieren vermag. Das aus diesen Koeffizienten rekonstruierte Signal
f liefert eine Approximation des Originalsignals f beziiglich der euklidischen Norm | - . Dies
entspricht der Approximation der Wellenform von f durch f. Damit eignet sich das Verfahren
zur Kompression von Signalen, bei denen kleine Storungen in der Wellenform (typischerweise
in Form von Rauschen) akzeptabel sind.

Bei Audiosignalen ist dies nicht der Fall. Hier kénnen schon kleinste Veréinderungen der Wel-
lenform (beziiglich der euklidischen Norm) fiir das menschliche Ohr zu nicht mehr akzeptablen
Verzerrungen des Signals fithren. Heute géingige Audiokompressionsverfahren beriicksichtigen
das menschliche Hérempfinden, welches Inhalt der sogenannten Psychoakustik ist. Hierbei wer-
den Maskierungseffekte zur Uberdeckung von Quantisierungsrauschen, das bei der Kompres-
sion entsteht, ausgenutzt (siehe z. B. [66]). Ausgehend von dem vorgestellten Gesamtsystem
wire es interessant zu untersuchen, inwieweit sich verallgemeinerte Fouriertransformationen
und randomisierte Kompressionsverfahren in Kombination mit modernen Audiocodierern ein-
setzen lassen. Weiterhin kénnte man testen, ob Verfahren zur Kompression von digitalisierten
Bildern, die durch Transformationscodierung beziiglich abelscher Gruppen Kompressionsra-
ten bis zu 1 : 50 erzielen (siehe z.B. [28]), bei Verwendung nicht-abelscher Gruppen noch
erfolgreicher arbeiten.

Spezialfille von Gruppen lassen sich, iiber die auf der MRA basierenden groben Frequenzin-
terpretationen von Abschitt 7.1.3 hinaus, signaltheoretisch deuten. So 148t sich die klassische
Fourierdarstellung beziiglich der zyklischen Gruppen als Frequenzdarstellung eines Signals
interpretieren und signaltheoretisch ausnutzen. Fine weitere Aufgabe wére es zu untersuchen,
ob und wie sich weitere Spezialfille von Gruppen signaltheoretisch deuten lassen. Hierbei wird
auch die Numerierung der Gruppenelemente von G (wir haben immer die lexikographische
Ordnung von Abschnitt 5.3 vorausgesetzt) eine entscheidende Rolle spielen.



Kapitel 8

DFT-Generierung auflésbarer
Gruppen

In Kapitel 3 wurde die DFT-Konstruktion endlicher pc-prisentierter iberaufiésbarer Gruppen
behandelt. Der BC-Algorithmus konstruierte eine 7-angepafite e-monomiale DFT fiir solche
Gruppen in einer im wesentlichen optimalen Laufzeit (siehe Abschnitt 3.1). Fiir die Konstruk-
tion war dabei ganz entscheidend, daf} jede endliche iiberauflésbare Gruppe G eine Komposi-
tionsreihe 7 hat, die zugleich eine Hauptreihe ist. Mit anderen Worten, jede Untergruppe G;
einer solchen Kompositionsreihe 7 ist nicht nur in der nichst héheren Untergrupppe Gjy1,
sondern sogar in der gesamten Gruppe G normal. Damit konnten die Verkettungsrdume in
einer ,bottom-up“-Konstruktion entlang 7 konstruiert werden, wobei hierfiir die Invarianz
der Raume Irr(G;) unter Konjugation mit den Erzeugern g; fiir j > ¢ entscheidend war.

Dies geht fiir endliche auflésbare Gruppen im allgemeinen nicht mehr. Ist
C=(G=G,>Gp1>...G1>Gy={1})

eine Hauptreihe einer endlichen auflésbaren Gruppe G, dann kann diese zwar zu einer Kom-
positionsreihe T verfeinert werden, allerdings sind dann die Untergruppen im allgemeinen
nicht mehr normal in G. Weiterhin besitzen auflésbare Gruppen im allgemeinen keine Isomo-
morphielisten irreduzibler Darstellungen, die aus lauter monomialen Darstellungen besteht.
Daher ist die DFT-Konstruktion in diesem Fall wesentlich aufwendiger, und &hnlich effiziente
Algorithmen wie der BC-Algorithmus sind nicht mehr zu erwarten.

Piischel beschreibt in seiner Dissertation [47] einen Algorithmus zur Zerlegung der reguliren
Darstellung einer endlichen Gruppe G, was der Berechnung einer der Hauptreihe angepafiten
DFT gleichkommt. Er gibt leider keine theoretische Laufzeitanalyse seines Algorithmus. Die
Implementierung seines Algorithmus erfolgte unter Verwendung von GAP-Routinen und ist
Teil des AREP-Pakets, eines Programmpakets zur konstruktiven Darstellungstheorie [26].
Seine experimentellen Resultate fiir kleine Gruppengréfien (bis zur Ordnung 500) lassen auf
eine durchschnittliche Laufzeit schlieflen, die quadratisch in der Gruppenordnung ist. (Es sei
an dieser Stelle bemerkt, dafi die iiberwiegende Anzahl der Gruppen bis zur Ordnung 500
iiberauflosbar ist).

In diesem Kapitel stellen wir einen Algorithmus (M-Algorithmus fiir ,Main Algorithm*) vor,

109
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der fiir eine endliche auflésbare Gruppe G eine T-angepafite DFT konstruiert, und geben
die unseres Wissens erste ,,worst-case“-obere Komplexitédtsschranke fiir den auflésbaren Fall
im Hinblick auf die Anzahl der bendttigten Korperoperationen an. Dabei mufi G durch eine
pc-Prisentation gegeben sein, die mit einer Kompositionsreihe 7 korrespondiert, die wieder-
um eine Hauptreihe C verfeinert. Der M-Algorithmus verfihrt nach dem im Abschnitt 2.4
beschriebenen Grundprinzip der DFT-Generierung. Die Konstruktion geschieht wiederum
,bottom-up“, aber diesmal entlang der Hauptreihe C. Innerhalb eines Hauptfaktors benut-
zen wir als Unterroutine eine relative Version des BC-Algorithmus zur Konstruktion der
Darstellungen, den wir im folgenden als RBC-Algorithmus bezeichnen und in Abschnitt 8.1
beschreiben. Um die nétigen Daten von einer Untergruppe der Hauptreihe zur nichst héher-
en Untergruppe zu heben, benétigen wir den in Abschnitt 8.2 beschriebenen ET-Algorithmus
(,Equivalence Test*), der zwei Darstellungen auf Aquivalenz testet. Im Abschnitt 8.3 stellen
wir dann den M-Algorithmus vor und analysieren diesen in Abschitt 8.4. Dabei leiten wir
unter anderem die ,,worst-case“-obere Komplexititsschranke O(p - |G|?log(|/G|)) her, wobei p
den grofiten Primteiler von |G| bezeichnet.

8.1 RBC-Algorithmus

Fiir den M-Algorithmus benotigen wir als Unterroutine eine relative Version des BC-Algo-
rithmus fiir iberauflésbare Gruppen (RBC-Algorithmus) . Da die relative Version eine unmit-
telbare Verallgemeinerung des urspriinglichen Algorithmus ist, verweisen wir fiir Einzelheiten
auf Abschnitt 3.1 und [4] und stellen hier nur das Ergebnis vor.

Sei H eine endliche auflésbare Gruppe mit Normalteiler N, so dafl H/N iiberauflosbar ist.
Dann gibt es eine Kette von Untergruppen

T=(H=H,>H, 1>...H >Hy=N),
wobei Hy < H und [Hy : Hp 1] =: py prim ist. Wir setzen die folgenden Daten als bekannt
VOraus:
(i) Eine pc-Prisentation von H relativ zu N, die mit 7 korrespondiert und Erzeuger
hi,...,h, hat, so daf hyHy 1 fiir k =1,...,r den Quotienten Hy/H} , erzeugt.

(ii) Eine Transversale Irr(N) von irreduziblen Darstellungen von N. Dariiber hinaus einen
Algorithmus, der jedes F' € Trr(N) vom Grad f := deg(F) an jedem in Normalform
gegebenen n € N mit O(f2 - log|N|) Operationen auswerten kann.

(iii) Die hy-Operation des Erzeugers hy auf Irr(N), gegeben durch eine Permutation 7, auf
der Menge Irr(N), so daB 7y, (F) ~ Fh* fiir alle F € Irr(N), k= 1,...,r gilt.

(iv) Die zugehérigen Verkettungsmatrizen Xp,, r € Int(FP 7, (F))\ {0}.

Der RBC-Algorithmus konstruiert dann eine Transversale Irr(H,7) von irreduziblen
T-angepafiten Darstellungen , bottom-up“ entlang den Untergruppen Hj. Eine Analyse dieses
Algorithmus analog zu [4] ergibt die obere Komplexitatsschranke

O (|H|log?( H])VINT) (8.1)
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Auflerdem gilt, dal jedes D € TIrr(H,T) eine f-blockmonomiale Darstellung ist, wobei f
durch f := deg(F) mit einem F € Irr(N), fir das (D|F') > 0 gilt, definiert ist. Offensichtlich
reduziert sich der RBC-Algorithmus im Fall N = {1} zum urspriinglichen BC-Algorithmus
iiberauflésbarer Gruppen (siehe Satz 3.1.1).

8.2 ET-Algorithmus

Der ET-Algorithmus, welcher zwei Darstellungen auf Aquivalenz testet, wird als Unterroutine
des M-Algorithmus verwendet. Dariiber hinaus wird im Fall der Aquivalenz eine nicht-triviale
Verkettungsmatrix konstruiert. Grundlage des ET-Algorithmus ist das folgende Lemma, das
eine Idee von Plesken [46] verallgemeinert.

Lemma 8.2.1 Seien G eine endliche Gruppe, H eine Untergruppe von G vom Index s :=
[G: H| und g1,...,gs Vertreter der Rechtsnebenklassen von H, d.h. G = Hgy U...UHgs. Sei
weiterhin K ein Koérper mit char(K) 4 s und seien D, A Darstellungen von G iber K. Dann
definiert

¢ : Int(DLH, ALH) — Int(D,A), Y — %ZA(gi_l)YD(gi)
=1

eine K-lineare Projektion von Int(DJH, ALH) auf Int(D,A).

Beweis: Die K-Linearitit von 1) ist offensichtlich, und aus der Definition (2.2) des Ver-
kettungsraums folgt fiir alle Y € Int(D, A) sofort (YY) = Y. Damit ist nur noch (YY) €
Int(D, A) fiir alle Y € Int(D]H, AL H) zu zeigen. Fixiere ein solches Y, dann gilt nach (2.2)

YD(h) = A(h)Y (8.2)
fiir alle h € H. Fiir jedes g € G gibt es offensichtlich hy ..., hy € H, so dafi (als Mengen!)

{919, ---,9s9} = {h191, ..., hsgs} (8.3)

gilt. Daher gilt fiir dieses ¢g die folgende Gleichung:

AgTHTIDE) = = Alei) )Y Dlgia) -3 A((hig) )Y Dihge)
i=1 ]

S AT YD) = 9.

i=1
0

Wir kommen nun zum ET-Algorithmus. Sei H eine endliche auflésbare Gruppe mit Normal-
teiler N und sei
T=(H=H,>H,_1>...>H >Hy=N)

eine Kette von Untergruppen mit Primzahlindizes [Hy : Hp_1] =: pg, k = 1,...,r. In diesem
Abschnitt setzen wir nicht voraus, dal die Hy normal in der gesamten Gruppe H sind. Wie
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zuvor seien hy € H so gewéhlt, daBl hy Hy 1 den Quotienten Hy/Hj 1 erzeugt. (Weil Hy 4
normal in H}, ist, stimmen die Rechtsnebenklassen von Hi_1 in Hj mit den Linksnebenklassen
iiberein.) Wir definieren fiir zwei Darstellungen D, A von H die Abbildung

pr—1
Y : Int(D{Hy_1, ALHy_y) — Int(DLHy,, ALHy,), Y ad Z A(h; Y D(hY).
t=0

Dann definiert ¢ := 1), 0 1), _1 o - - 0 1)1 eine Projektion von Int(D]N, A|N) auf Int(D, A).
Sind D, A irreduzible Darstellungen, so folgt aus dem Lemma von Schur, dafl fiir Y €
Int(DJN,A|N) die Abbildung 1 (Y') entweder die Nullabbildung oder invertierbar ist. Sei
nun B eine Basis von Int(D|N,A|N). Zwei irreduzible Darstellungen D, A kénnen durch
Berechnung aller Bilder ¢(E), E € B, auf Aquivalenz getestet werden. Gibt es ein ¢ (E) # 0,
dann gilt D ~ A, und ¢(E) erzeugt den eindimensionalen Verkettungsraum Int(D, A). Im an-
deren Fall gilt ¢/(F) = 0 fiir alle E € B, und aus der Surjektivitit von 1 folgt Int(D, A) = {0},
was D # A impliziert.

Sei d = deg(D) = deg(A) und Y € Int(D|N, Al N). Wegen
AmEYY D(hE) = Alh) (Al )Y D)) Dk,

t=1,...,p — 1, kann ¢, (Y) fiir k¥ € [1 : 7], mit O(prd®) Operationen berechnet werden.
Daher 148t sich ¢ (Y") mit

Operationen berechnen. Fiir den Aquivalenztest muf ¢ (E) fiir alle E € B berechnet werden.
Dies ist mit O(|B| - d®Y_}_, pr) Operationen zu bewerkstelligen. Sind die irreduziblen Dar-
stellungen D und A dariiber hinaus f-blockmonomial, f |d = deg(D) = deg(A), dann ist die
Berechnung von 1, (Y') billiger. Sie benétigt unter Benutzung von (2.11) nur O(py- (%)2-f3) =

O(py, - d? - f) Operationen. Dies fithrt zu einem Gesamtaufwand von

0 (B e fzpk> (8.4)
k=1

Operationen fiir den ET-Algorithmus zum Test von D ~ A.

8.3 M-Algorithmus

In diesem Abschnitt stellen wir den M-Algorithmus zur Konstruktion einer T-angepafiten
DFT einer endlichen auflésbaren Gruppe G vor. Sei

C=(G=G,>Gp1>...>G1>Gy={1})

eine Hauptreihe von GG, dann gilt G; < G. Dariiber hinaus sind die Hauptfaktoren elementar-
abelsch. Mit anderen Worten, es existieren r; € N und Primzahlen p;, so dal G;/Gi_1 ~ C;f
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gilt. (Fiir einen Beweis verweisen wir auf Theorem (9.13) von [35].) Wir verfeinern die
Hauptreihe zu einer Kompositionsreihe 7 von G mit geeigneten Untergruppen

Gi = Giri > Giri,1 >...D> Gil > GiO = Gifl.

Im allgemeinen sind die Gruppen G;;, 1 < k < r;, nicht normal in G. Sei weiterhin G durch
eine pc-Présentation mit Erzeugern {g;x € G|1 <i < n,1 <k < r;} gegeben, welche mit T
korrespondiert: g;;Gir—1 erzeuge also Gi/Gix—1 ~ Cp,.

Der M-Algorithmus verfihrt ,bottom-up“ entlang der Hauptreihe C. Wie in Abschnitt 2.4
sei 7; durch 7; := (G; D ... D Gy), 1 < i < n, definiert. Dann stehen in Schritt 7 folgende
Daten als Eingabe zur Verfiigung:

(1) F :=Trr(Gi-1, Ti—1), eine Transversale von 7;_j-angepafiten irreduziblen Darstellungen
von G;_1 und der zugehorige Charaktergraph von G;_;.

(2) Fiir jedes i — 1 < j < nund 1 < k < r; die g-Operation, g := gji, auf F durch
eine Permutation 7, von F, so da} FY ~ m,F fiir alle F € F. Dariiber hinaus die
Verkettungsmatrizen X r € Int(F9, w, F) fiir jedes F' € F.

Die folgenden Daten werden berechnet:

(1) D :=TIrr(G4, T;), eine Transversale von T;-angepafiten irreduziblen Darstellungen von G;
und der zugehorige Charaktergraph von G;.

(2) Fiir jedes i < j < nund 1 < k < r; die g-Operation, g := g, von D gegeben durch
eine Permutation 7, von D, so dal DY ~ 7,D fiir alle D € D. Dariiber hinaus die
Verkettungsmatrizen Yyp € Int(DY, 7,D) fiir jedes D € D.

Dabei ist die Eingabe fiir Schritt O trivial. Der Schritt ¢ des M-Algorithmus besteht aus zwei
Phasen:

Phase 1. Sei H := G;, N := G;_1, r := r; und p := p;. Dann ist N normal in H und
H/N ist elementar-abelsch, insbesondere iiberauflosbar. Setze Hy := Gy, k = 0,...,r,
und hy := g, kK = 1,...,r, dann ist Voraussetzung (i) des RBC-Algorithmus erfiillt.
Voraussetzung (ii) gilt, da nach Induktionshypothese (1) von Schritt ¢ — 1 die Men-
ge F := Trr(N, T;_1) bereits konstruiert ist, wobei F' € F auf den Erzeugern von N
gegeben ist. Daher kann nach (2.13) F(n) in O(f? - log|N|), f := deg(F), fiir jedes
n € N in Normalform berechnet werden. Die Voraussetzungen (iii) und (iv) sind nach
Induktionshypothese (2) von Schritt ¢ — 1 erfiillt. Daher kann der RBC-Algorithmus
zur Konstruktion von D := Trr(H, 7;) verwendet werden, welches die Ausgabe (1) von
Schritt 4 ist.

Dariiber hinaus werden im RBC-Algorithmus alle Daten berechnet, die zur Erweiterung
des Charaktergraphen von G;_; auf G; benotigt werden.

Phase 2. Sei g := gji, 1 < j <n,1 <k <rj, festund D € D, d := d(D) := deg(D). Zur
Bestimmung von 7,D benétigen wir die Darstellung A € D mit D9 ~ A. Wir verringern
die Anzahl der moglichen Kandidaten in D unter Verwendung der Induktionshypothese
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(2) aus Schritt i — 1 und des Charaktergraphen von G; aus Phase 1.
Die Zerlegung der Einschrinkung D|N in irreduzible Darstellungen von F kann aus
dem Charaktergraph von G; abgelesen werden. Sei F' € F, f := deg(F), mit m :=
m(D) := (D|F) > 0und {F} = F.F5,...,F;} C F, q:=q(D) € N, die Bahn von F'
unter der H-Operation auf F. Nach dem Satz von Clifford 2.1.2 gilt

q
DIN ~m - EB F.
k=1

Da D eine T;-angepafite Darstellung ist, gibt es eine Permutationsmatrix P der Form
P = P; ® Idy mit einer Permutation o € Sy, so dafl

q
DIN =P <E|9m : Fk> P

k=1
Aus DI ~m - @j_, F} ~m - @]_, myF}, folgt, daB
A€ {A,Ay,...,A}CD, ¢:=¢D)eN,

wobei nach Definition diese Menge aus genau denjenigen Darstellungen in D besteht,
deren Einschriinkung auf N fquivalent zu m - @] _, myF} ist. Diese Information kann
wiederum dem Charaktergraphen von G; entnommen werden. Wir benutzen nun den
ET-Algorithmus, um die Darstellungen Ay, 1 < X < £ auf Aquivalenz mit D9 zu testen.
Hierfiir benétigen wir eine Basis B von Int(D9] N, Ay N). Aus der 7;-Angepafitheit von
A folgt die Existenz einer Permutationsmatrix @, der Form Q) = o) ® Id; mit einer
Permutation o) € Sy, so dafl

q
ANIN = Q\ <@m ' Wng> QY.
k=1

Aus Lemma 2.1.1 folgt nun

q q
Int (DIJN,A\[N) = Int (P (@m : F,f) P.Qa (EBm : Wng) Q§1>

k=1

Alle Xy5, € Int(F}, 74F},) sind nach Induktionshypothese (2) von Schritt i — 1 bekannt,
und

P1,1ga,bgm,1gcgq} (8.5)

B = {Eabc = Q/\

q
@ Oke * (Eap ® XgF,)
k=1

definiert eine Basis von Int(DY9| N, A | N), wobei E,;, die m x m-Matrix mit genau einem
von Null verschiedenen Eintrag 1 an der Position (a,b) bezeichnet. Offensichtlich gilt

|B| = q-m?.
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Der Rest von Phase 2 ist nun eine unmittelbare Anwendung des ET-Algorithmus. Unter
Benutzung der Basis B kénnen wir entscheiden, ob D9 und Aj dquivalent sind oder
nicht. Im Fall der Aquivalenz gilt A = Ay, und wir setzen ToD := Aj. Dariiber hinaus
liefert in diesem Fall der ET-Algorithmus eine von Null verschiedene Verkettungsmatrix
Yyp € Int(DY, 7,D). Dies sind genau die Daten (2), die in Schritt ¢ zu bestimmen waren.

8.4 Analyse des M-Algorithmus

In diesem Abschnitt analysieren wir den M-Algorithmus zur Bestimmung des asymptotischen
Verhaltens. Im folgenden sei dabei eine arithmetische Operation eine Addition, Subtraktion,
Inversion, Multiplikation oder Kopieroperation in unserem Grundkoérper K, welche alle als in
O(1) berechenbar vorausgesetzt werden. Fiir eine Diskussion der Probleme, die beim exakten
Rechnen iiber Kreisteilungskérpern K = Q¢ (anstelle iiber K = C) entstehen, verweisen wir
auf Abschnitt 8.5.

Fiir unsere Analyse bendtigen wir einige Abschédtzungen. Nach (2.15) gilt mit der Notation
des letzten Abschnitts >, p deg(D)? = [H|. Aus {A1,A,...,A¢} C D und d = deg(A))
fiir alle A = 1,...,4(D) folgt dann mit ¢ = ¢(D)

/(D)
(D) -d* =) deg(Ay)* < [H|, (8.6)
A=1

Nach 2.17 gilt fiir eine beliebige reelle Zahl s > 2 die Abschétzung

d°(G) =) deg(D)* <d*? ) deg(D)’ < |G|z, (8.7)
DeD DeD

Wir analysieren die Anzahl der Operationen in Phase 1 und Phase 2 des M-Algorithmus im
i-ten Schritt, 1 <7 < n.

Phase 1. In Schritt 7 des M-Algorithmus wird der RBC-Algorithmus fiir H = G; und N =
Gi—1 benutzt, welcher nach (8.1)

O(|H|log?(|H|)V/IN) (8.8)

Operationen benétigt. Die Erweiterung des Charaktergraphen von G;_1 auf G; erfolgt
ohne weitere wesentliche Kosten.

Phase 2. In Schritt i wurde ein g = g;; und ein D € D fixiert. Die Zahlen m = m(D),q =
q(D),¢ = 4(D), die Darstellungen Fj, k = 1,...,q(D), und die Darstellungen Aj,
A =1,...,4(D) ergeben sich unmittelbar aus dem Charaktergraphen. Ebenso kénnen
die Permutationsmatrizen P und @ leicht mit Hilfe des Charaktergraphen bestimmt
werden, was mit einer vernachlissigbaren Anzahl von Operationen bewerkstelligt wer-
den kann (und sich nicht auf die Gesamtkomplexitiat auswirkt).
Der teure Teil ist der ET-Algorithmus. Abhingig von A\ miissen Basen B = B kon-
struiert werden, deren Elemente f-blockmonomiale Matrizen mit nur einem von Null
verschiedenen f-Block sind. Da die Basen By bis auf die Permutationsmatrizen @)
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identisch sind (siehe (8.5)) und die Verkettungsmatrizen X,z aus Schritt i — 1 bekannt
sind, konnen simultan alle Basen By ausschlieflich durch Kopieroperationen konstruiert
werden, welche sich bei einer geeigneten Datenstruktur durch

O(B-f*)=0(m*-q-f*) =0 (), (8.9)

abschiitzen lassen. Hierbei wurde [B| = ¢-m? und d = m - ¢ - f benutzt. Weiterhin
miissen DY(hy,) = D(g~'hyg) fiir k = 1,...,r berechnet werden. Da das Wort g~ 'h.g
ohne Kosten der pc-Prisentation entnommen werden kann und als normalisiertes Wort
in H, C H vorliegt, konnen unter Benutzung der f-Blockmonomialitit von D alle
DI(hy) nach (2.14) in

0 (Z(d'fQIOg(HkD) =0 (r-d-log(|H))). (8.10)

k=1

berechnet werden. Fiir D miissen insgesamt hochstens (D) Aquivalenztests (mit den
Ay, A = 1,...£4(D)) durchgefithrt werden. Aufgrund der f-Blockmonomialitit von D
und der Ay benétigt der ET-Algorithmus fiir alle £ = £(D) Tests nach (8.4)

O-1B-a f-rp) L o(H| rp-1Bl-f)=0(H| -1 p-d?) (8.11)

Operationen. Summation iiber alle D € D ergibt aus (8.9), (8.10) und (8.11) eine
Komplexitétsschranke fiir Phase 2 des i-ten Schritts fiir ein festes g = gj:

> (0(d®)+0(r-d® log(lH|)) + O (|H| - p-d))

o (1HE +r H og(H) + |HP rp) = O (JH -7 -p).

Da es hochstens log([G : H]) Erzeuger g = gji, 4 < j < nund 1 <k <r;, gibt, ergibt
sich hieraus die folgende Komplexitéitsschranke fiir Phase 2 des i-ten Schritts:

O (log([G : H]) - |H|* -7 -p) . (8.12)
Wir fassen das bisherige Ergebnis im folgenden Lemma, zusammen:

Lemma 8.4.1 Die Anzahl der Operationen des M-Algorithmus in Schritt i, 1 <1 <n, zur
Berechnung der Daten (1) und (2) zu G; aus den Daten (1) und (2) zu G;—1 kann in Phase

1 durch
0 (IGi|10g*(G4)) V/[Gi])

und in Phase 2 durch
O (log([G : Gi]) - |Gi* - 73 - ;)

abgeschitzt werden. (Insbesondere ist fiir i = n der Aufwand in Phase 2 Null.)

Summation iiber alle Schritte 7, 1 <14 < n, ergibt die im folgenden berechnete obere Schranke
fiir die Anzahl der Operationen des M-Algorithmus mit einer geeigneten Konstanten v € R.
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Dabei benutzen wir [G : G;] - |Gi| = |G|, |Gi| < |G| - 277" und log([G : G;]) < [G : G;]:

> (10g([G PG |G pi+ |Gl log?(|Gll) v |Gi—1‘>
i=1

- i —1 - i—n 1 i—ny
YD IG: GGGl - 27" i - py oy - 1og? (1Gal) Y |Gl - 2777+ |Gl 2 - (2772
1=1 =1

IN

n n
< A|GP max{r; pl i <n} > 2" +]G) log?(|G)) S 2
=1 i=1

< 29(IG2 max{r; - pilt <i < n}+|GI* log?(G)))

Unter anderem erkennt man, daf§ die Komplexitéit der Phase 2 asymptotisch grofler ist als die
der Phase 1. Das Endergebnis ist im folgenden Satz zusammengefafit, wobei wie oben erwahnt
eine Operation eine Kérperoperation in Q€ ist.

Satz 8.4.2 Sei G eine durch eine pc-Prdsentation gegebene endliche auflosbare Gruppe. Die
Prisentation korrespondiere mit einer Kompositionsreihe, welche wiederum eine Hauptreihe
verfeinere. Dann kann eine Transversale von gewdhnlichen irreduziblen Darstellungen von G
mit

O(max{r; - p;|1 <i <n}-|G?)
Operationen berechnet werden. Unter Benutzung von r; < log(|G|) 1 <i <mn, erhdlt man die
Komplexititsschranke

O(p - |G|* log(G)),

wobei p den gréfiten Primteiler von |G| bezeichnet.

Die durch die O-Notation unterdriickten Konstanten sind nicht sehr grof, so dafi die Ab-
schitzungen auch praxisrelevante ,a-priori“-Schranken liefern. Zusammenfassend gehen wir
noch einmal auf zwei Punkte ein, die fiir die Effizienz des M-Algorithmus von entscheidender
Bedeutung sind:

(1) Innerhalb zweier Untergruppen G;_; und G; der Hauptreihe sind alle auftretenden Ma-
trizen und Darstellungen blockmonomial, wobei die Blockgréfien durch die Gréfien der
Matrizen aus Schritt 4 — 1 bestimmt sind. Berechnungen mit diesen blockmonomialen
Matrizen sind wesentlich billiger als mit voll besetzten Matrizen.

(2) Da die Untergruppen G; der Hauptreihe normal in der gesamten Gruppe G sind, operiert
G auf den jeweiligen Mengen Irr(G;). Dies erlaubt eine ,bottom-up“-Konstruktion der
jeweiligen Verkettungsmatrizen entlang der Untergruppen G; der Hauptreihe C, statt
beispielsweise lineare Gleichungssysteme in jedem Schritt separat zu 16sen.

8.5 Ausblick

In diesem Kapitel haben wir bisher nur Darstellungen iiber dem komplexen Zahlenkorper
C betrachtet. Nach dem Satz von R. Brauer iiber Zerfillungskorper (siehe z. B. Kapitel 12
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in [52]) konnen die gewohnlichen Darstellungen einer endlichen Gruppe G iiber dem Kreis-
teilungskorper Q(®) realisiert werden, wobei e den Exponenten von G bezeichnet. Obwohl
Q) = Q[X]/(®.(X)), wobei ®.(X) das e-te Kreisteilungspolynom bezeichnet, eine exakte
Arithmetik erlaubt, kénnen die Berechnungen in Q(®) sehr teuer sein, da man keine Kontrolle
iiber die Grofle der Koeffizienten der Polynome hat.

Dieses Problem stellt sich nicht, wenn man iiber endlichen Koérpern rechnet. Ist K ein end-
licher Korper, der eine e-te primitive Einheitswurzel enthélt und fiir den char(K) 4 |G| gilt,
dann ist K ein Zerfidllungskorper von G. Es sei betont, dal der M-Algorithmus iiber jedem
solchen Korper korrekt arbeitet. Aufgrund der engen Beziehung zwischen den gewdhnlichen
irreduziblen Darstellungen und den irreduziblen K-Darstellungen kann iiber dem endlichen
Korper K gearbeitet werden, um strukturelle Informationen, wie z. B. den Charaktergraph
und Aquivalenz beziiglich der gewshnlichen Darstellungen zu erhalten. Eine weiterfithrende
Fragestellung wiire, wie man konstruktiv Darstellungen iiber Q¢ aus Darstellungen iiber end-
lichen Korpern K gewinnen kann. Hierbei kénnten , Lifting* -Techniken als Verallgemeinerung
des Henselschen Lemmas grundlegend sein.
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