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Kapitel 1Einleitung
Seit dem Einsatz von Computern in nahezu allen Bereihen des Lebens, insbesondere derNaturwissenshaften, gewinnt der Entwurf von Algorithmen zur L�osung von Berehungspro-blemen immer mehr an Bedeutung. Neben der Frage der prinzipiellen L�osbarkeit der Pro-bleme spielt dabei die EÆzienz der Algorithmen eine immer wihtigere Rolle. Die diskreteFouriertransformation (DFT) ist hierf�ur eine Paradebeispiel, insbesondere auh aufgrund ih-rer interdisziplin�aren Stellung zwishen den Ingenieurwissenshaften, der Informatik und derreinen Mathematik. Zum einen hatte die Entdekung der shnellen Auswertbarkeit der DFT(Fast Fourier Transform, FFT) einen entsheidenden Einu� auf die Entwiklung der ge-samten digitalen Signalverarbeitung. Zum anderen erm�ogliht eine darstellungstheoretisheSihtweise eine Verallgemeinerung des DFT-Begri�s, was unmittelbar in den Bereih der al-gorithmishen Gruppentheorie und Computeralgebra f�uhrt. Die Generierung von DFTs istdann gleihbedeutend mit der Konstruktion einer Transversalen irreduzibler Darstellungen.Beide Sihtweisen der diskreten Fouriertransformation, die mathematishe und die signal-theoretishe, werden in der vorliegenden Arbeit eingenommen und dabei in eine f�ur beideDisziplinen fruhtbare Wehselbeziehung gebraht. Zum einen geht es um den Entwurf neuer,eÆzienter Algorithmen, z. B. zur eÆzienten Konstruktion irreduzibler Darstellungen au�osba-rer Gruppen (Kapitel 8) und zur shnellen Wortnormalisierung in �uberau�osbaren Gruppen(Kapitel 4). Zum anderen werden in der Theorie bereits bestehende Algorithmen zur Generie-rung verallgemeinerter DFTs und deren shnelle Auswertung erstmals in lau��ahige Computer-programme umgesetzt (Kapitel 3 und 5). Erst die Implementierung der sheinbar nur f�ur dieMathematik interessanten Algorithmen erm�ogliht wiederum Anwendungen in der digitalenSignalverarbeitung (Kapitel 7). Kapitel 6 stellt die Theorie der diskreten Fouriertransforma-tionen systematish in Form von Idempotenten dar und verbindet - �uber die verallgemeinertenSpektralzerlegungen - Algebra und Signalverarbeitung.HintergrundDie klassishe shnelle Fouriertransformation (Fast Fourier Transform, FFT) hat in einemMa�e wie kaum ein anderer moderner Algorithmus die Entwiklung ganzer Industriezweigebeeinu�t. "Whole industries are hanged from slow to fast by this one idea - whih is pure1



2 KAPITEL 1. EINLEITUNGmathematis\, shreibt Gilbert Strang in [60℄, S. 290. So verwenden z. B. fast alle modernenVerfahren zur Bild- oder Audiokompression FFT-basierte Methoden.Die Grundidee der FFT geht auf Carl Friedrih Gau� zur�uk, der bereits 1805 einen solhenAlgorithmus benutzte, um Asteroidenorbits zu interpolieren [32℄. Im Jahr 1965 wurde die FFTdurh Cooley und Tukey [18℄ (wieder-)entdekt und zur Analyse von Zeitreihen eingesetzt.Durh eine geshikte Faktorisierung der DFT-MatrixDN = (!jk)0�j;k<N ;f�ur gewisse N 2 N und einer primitiven N -ten Einheitswurzel !, konnte die Auswertungder DFT auf einem Vektor der L�ange N mit O(N logN) arithmetishen Operationen durh-gef�uhrt werden - im Vergleih zur naiven Matrix-Vektor-Multiplikation, die f�ur diese AufgabeO(N2) Operationen ben�otigt. In Arbeiten von Rader (1968), [49℄, und Bluestein (1970), [9℄,wurde die FFT auf beliebige N 2 N verallgemeinert und damit das Problem der klassishenFouriertransformation weitgehend gel�ost.Aus algebraisher Siht ist die Berehnung der DFT der L�ange N gleihbedeutend mit derAuswertung eines vollen Satzes an paarweise in�aquivalenten irreduziblen Darstellungen derzyklishen Gruppe CN der Ordnung N . Der Satz von Wedderburn zur Zerlegung von halb-einfahen Algebren �uber Zerf�allungsk�orpern erm�ogliht eine Verallgemeinerung der DFT aufbeliebige endlihe Gruppen G: Nah diesem Satz ist die komplexe Gruppenalgebra CG :=fa j a : G ! C g (Signalraum) isomorph zu einer Algebra von Blokdiagonalmatrizen (Spek-tralbereih), D = �hk=1Dk : CG �! �hk=1C dk�dk :Die Anzahl h der Bl�oke entspriht dabei der Anzahl der Konjugationsklassen von G, und dieProjektionen D1; : : : ;Dh bilden einen vollst�andigen Satz (Transversale) an paarweise in�aqui-valenten irreduziblen Darstellungen von CG. Jeder solhe Isomorphismus D wird DFT vonG genannt. Bez�uglih dieser verallgemeinerten diskreten Fouriertransformationen einer end-lihen Gruppe G gibt es zwei grundlegende Berehnungsprobleme:(1) Wie kann eine DFT f�ur G eÆzient erzeugt werden? Ist G niht abelsh, dann gibt esunendlih viele DFTs. Da wir in der vorliegenden Arbeit an einer shnellen Generie-rung eines Isomorphismus D = �Dk interessiert sind, m�ussen die Vertreter Dk der�Aquivalenzklassen von Darstellungen sorgf�altig gew�ahlt werden.(2) Gibt es eine geeignete DFT von G, die eine eÆziente Auswertung derselben auf einemVektor der L�ange N = jGj erlaubt? Mit anderen Worten, es m�ussen, falls m�oglih,die Darstellungen in (1) so gew�ahlt werden, da� ein Algorithmus zur DFT-Auswertungangegeben werden kann, der mit weniger als O(N2) Operationen, der trivialen oberenShranke, auskommt. Jeder Algorithmus, der dies in �(N logN) - welhes in einemgeeigneten Komplexit�atsmodell eine untere Shranke f�ur das Auswertungsproblem dar-stellt - bewerkstelligt, kann dann mit Reht eine FFT genannt werden.Besitzt die endlihe Gruppe G eine Normalreihe der FormT = (G = Gn BGn�1 B : : :BG1 BG0 = f1g);



3dann liefert das Konzept der sogenannten Symmetrieanpassung, d. h. der Anpassung der DFTan die Kette T , einen L�osungsansatz f�ur beide algorithmishen Probleme. Wir besprehendieses wihtige Konzept ausf�uhrlih in den nahfolgenden Kapiteln und geben zun�ahst einenkurzen �Uberblik �uber die relevante Literatur.Verallgemeinerte FFTs (siehe Problem (2)) wurden 1987 f�ur au�osbare Gruppen von Beth[8℄, 1989 f�ur allgemeine endlihe und symmetrishe Gruppen von Clausen [14℄ und 1991 f�ur�uberau�osbare Gruppen von Baum [2℄ entwikelt. Einige neuere Resultate und weitere Hin-weise auf die Literatur �ndet man in [42℄. Das Konzept der Symmetrieanpassung hat ihrenUrsprung in Youngs "seminormal form\ der irreduziblen Darstellungen der symmetrishenGruppen (siehe [40℄, S. 124 �., und [12℄, S. 343).F�ur Problem (1) haben Baum und Clausen (1994) in [4℄ eine im wesentlihen optimale L�osungf�ur den Fall der endlihen �uberau�osbaren Gruppen angegeben. P�ushel (1998) beshreibt in[47℄ einen Algorithmus, der die regul�are Darstellung einer au�osbaren Gruppe G zerlegt, wasgleihbedeutend mit der Konstruktion einer symmetrieangepa�ten DFT f�ur D ist.Die Anwendungen verallgemeinerter DFTs sind noh vergleihsweise d�unn ges�at und lie-gen haupts�ahlih im Bereih der Signalverarbeitung und Statistik (siehe u. a. [15, 24, 25℄).Einen �Uberblik hierf�ur liefert auh der Artikel [51℄ von Rokmore (1995). In dem im letztenJahr ershienenen Artikel [29℄ wird die Anwendung verallgemeinerter DFTs niht-abelsherGruppen (Kranzprodukte zyklisher Gruppen) im Bereih der Bildverarbeitung beshrieben,die viele bekannte Transformationen wie die Haar-Wavelet-Transformation und vershiedeneMehrkanal-Filterb�anke verallgemeinern.Beitrag und Gliederung dieser ArbeitSei G eine endlihe �uberau�osbare Gruppe der OrdnungN = jGj, die in p-pr�asentierter Formvorliegt. F�ur solhe Gruppen haben Baum und Clausen Algorithmen angegeben, die sowohldie DFT-Generierung (Problem (1)) als auh die DFT-Auswertung (Problem (2)) in einer imwesentlihen optimalen Laufzeit realisieren. In der vorliegenden Dissertation geht es um dieFortsetzung dieser Arbeiten, und zwar sowohl in theoretisher als auh in praktisher Siht.Dar�uber hinaus werden neuartige, auf diesen verallgemeinerten DFTs basierende Anwendun-gen im Bereih der Computeralgebra und im Bereih der Signalverarbeitung beshrieben.Zum einen wird ein Algorithmus zur DFT-basierten Wortnormalisierung in p-pr�asentiertenGruppen entwikelt, der im Vergleih zu herk�ommlihen "Colletion\-Verfahren von ande-ren Gruppeninvarianten abh�angt und ein in vielen F�allen besseres Laufzeitverhalten aufweist.Zum anderen wird durh die erstmalige Implementierung der shnellen Algorithmen zur DFT-Generierung und DFT-Auswertung der Signalverarbeitung eine bisher niht bekannte Familievon Transformationen zug�anglih gemaht, und es werden mittels der verallgemeinerten Spek-traltransformationen erste Experimente zur randomisierten Datenkompression durhgef�uhrt.Im folgenden gehen wir auf die Gliederung dieser Arbeit ein und fassen die Inhalte der einzel-nen Kapitel zusammen. Jedes Kapitel beginnt mit einer kurzen �Ubersiht, und der jeweiligeStand der Forshung wird erl�autert. In den Shlu�abshnitten werden dann an gegebenerStelle weiterf�uhrende Fragestellungen und o�ene Probleme formuliert und diskutiert.



4 KAPITEL 1. EINLEITUNGKapitel 2 stellt die in dieser Arbeit ben�otigten algebraishen Grundlagen dar und legt damitauh die Bezeihnungskonventionen fest. Unter anderem werden auh die Grundideen derauf dem Satz von Cli�ord beruhenden DFT-Generierung f�ur endlihe au�osbare Gruppendargestellt.Kapitel 3 behandelt den von Baum und Clausen in [4℄ vorgestellten Algorithmus (BC-Al-gorithmus), der im �uberau�osbaren Fall eine an eine Kompositionreihe angepa�te DFT mitO(jGj log2 jGj) arithmetishen Operationen generiert. Dar�uber hinaus k�onnen alle Berehnun-gen rein symbolish in Ze, wobei e den Exponenten von G bezeihnet, durhgef�uhrt werden.Bei den Matrixeintr�agen der Darstellungen handelt es sih um e-te Einheitswurzeln, und al-le durhzuf�uhrenden Matrixmanipulationen sind entweder Multiplikationen oder Inversionen.Dieser Algorithmus wurde im Rahmen der vorliegenden Dissertation erstmals implementiert.Hierf�ur wurde eine auf dem Charaktergraphen basierende DFT-Datenstruktur entwikelt, diezur Speiherung der DFT-Daten nur O(jGj) ganzen Zahlen ben�otigt, die durh den Exponen-ten der Gruppe beshr�ankt sind. Der BC-Algorithmus wurde dahingehend modi�ziert, da�auh w�ahrend der Laufzeit die obere Shranke O(jGj) f�ur den ben�otigten Speiherplatz niht�ubershritten wird. Es wurden zahlreihe Tests zur Bestimmung der tats�ahlihen Laufzeitenund des Speiherplatzbedarfs durhgef�uhrt. Zu diesem Zwek wurde mit Hilfe des Compu-teralgebrasystems GAP eine Bibliothek von p-Pr�asentationen erzeugt. Eine ausf�uhrliheDiskussion der Ergebnisse und einige Beispiele runden das Kapitel ab.Kapitel 4 befa�t sih mit einer ersten DFT-basierten Anwendung im Bereih der algorith-mishen Gruppentheorie. Hierbei geht es um einen im Rahmen dieser Arbeit entwikeltenAlgorithmus (WN-Algorithmus) zur eÆzienten Normalisierung von W�ortern in endlihen p-pr�asentierten Gruppen. Eine Implementierung des WN-Algorithmus zeigt die Praktikabilit�atdieses Algorithmus. Als Alternative zu herk�ommlihen "Colletion\-Verfahren [55℄ werdenhierbei Teile der zuvor berehneten DFT benutzt, um das Normalisierungsproblem in denSpektralbereih zu �ubertragen, wo es eÆzient gel�ost werden kann. Eine Analyse des Algo-rithmus ergibt als Spezialfall (siehe Korollar 4.1.3), da� in p-pr�asentierten p-Gruppen derOrdnung pn mit Exponent e die Normalisierung des Produkts von zwei in Normalform gege-benen W�ortern mit maximal 5 � p � n2 Additionen in Ze durhgef�uhrt werden kann. Andersals bei herk�ommlihen Verfahren h�angt das Laufzeitverhalten niht wesentlih von der Kom-plexit�at der p-Pr�asentation, sondern vor allem von der L�ange n der Kompositionsreihe ab.Die theoretishen Ergebnisse werden durh praktishe Tests zur Analyse des Laufzeitverhal-tens untermauert. In den anshlie�enden Abshnitten wird besprohen, wie die Wortnorma-lisierung zur multivariaten Polynomdivision in kommutativen wie auh niht-kommutativenPolynomringen bez�uglih spezieller Gr�obnerbasen verwendet werden kann.Kapitel 5 kommt zur Auswertung der in Kapitel 3 generierten DFT auf einem komplexwer-tigen Signal f 2 CG. Auh dieses Berehnungsproblem l�a�t sih im �uberau�osbaren Fall, wieBaum in [2℄ gezeigt hat, im wesentlihen optimal l�osen. Sein rekursiver Algorithmus ben�otigtO(jGj log jGj) komplexe Operationen. Im Hinblik auf eine insbesondere auh bez�uglih desSpeiherplatzes eÆziente Implementierung ben�otigen wir eine iterative Variante des Baum-Algorithmus. Es stellt sih heraus, da� diese Variante einer Faktorisierung der DFT-Matrixin n d�unnbesetzte Matrizen entspriht, wobei n die L�ange der Kompositionsreihe von G be-zeihnet und die Anzahl der von Null vershiedenen Eintr�age dieser Matrizen von der Prim-faktorzerlegung von G abh�angt. Auh hier wurden zahlreihe Tests zum Laufzeitverhaltenund zur Fehleranalyse, die beim Rehnen mit Gleitpunktzahlen entstehen, durhgef�uhrt.



5Kapitel 6 behandelt die Zerlegung der Gruppenalgebra CG in G-invariante Unterr�aume,was signaltheoretish als Zerlegung eines Signals in seine verallgemeinerten Spektralkompo-nenten gedeutet werden kann. Mit Hilfe von Idempotenten lassen sih beliebige Ringe mit1 in eine direkte Summe von Linksidealen zerlegen. Je mehr Struktur diese Ringe aufwei-sen, desto st�arkere Aussagen lassen sih bez�uglih der durh die Idempotenten de�niertenSummenzerlegungen tre�en. In diesem Kapitel untersuhen wir durh sukzessive Hinzunah-me von Struktur den Fall von Algebren, halbeinfahen Algebren, Gruppenalgebren, bis hinzu Gruppenalgebren endliher �uberau�osbarer Gruppen. Ber�uksihtigt man shlie�lih nohdie Hilbertraumstruktur von CG bez. des Standardskalarprodukts, so landet man shlie�lihbei der verallgemeinerten Spektraldarstellung einer Funktion f 2 CG, die sih mit einemshnellen FFT-Algorithmus berehnen l�a�t.Kapitel 7 geht auf m�oglihe Anwendungen der verallgemeinerten Spektraltransformationenim Bereih der digitalen Signalverarbeitung zur Signalanalyse und Datenkompression ein. Esbeshreibt, wie sih die Menge der verallgemeinerten SpektralkoeÆzienten mit Hilfe der diskre-ten Multiskalenanalyse in Teilmengen zerlegen l�a�t, so da� die KoeÆzienten jeder Teilmengegrob einem Frequenzband zugeordnet werden k�onnen. Eine Multiskalenanalyse entspriht da-bei einer Folge von Partitionen der Eins der Gruppenalgebra CG. In [15℄, Kapitel 11, deutenClausen und Baum einen Algorithmus zur eÆzienten Datenkompression mittels verallmeiner-ter DFTs an. Hier wird nun ein Gesamtsystem vorgestellt, das diese Ideen erstmalig realisiert,und es werden einige der Experimente, die im Bereih der randomisierten Datenkompressiondurhgef�uhrt wurden, beshrieben.Das abshlie�endeKapitel 8 wendet sih noh einmal der DFT-Generierung zu. Setzt man dieendlihe Gruppe G niht mehr als �uberau�osbar, sondern nur noh als au�osbar voraus, wirddie DFT-Generierung wesentlih aufwendiger. Da in diesem Fall die Untergruppen einer Kom-positionsreihe von G im allgemeinen niht normal in G sind, lassen sih die Verkettungsr�aumeniht mehr wie im �uberau�osbaren Fall konstruieren. Dar�uber hinaus sind au�osbare Grup-pen im allgemeinen keine M-Gruppen, d. h. es existieren in diesen F�allen keine monomialenDarstellungen. �Ahnlih eÆziente Algorithmen wie der BC-Algorithmus sind daher niht zuerwarten. Wir beshreiben einen Algorithmus (M-Algorithmus), der die DFT-Generierung f�urau�osbare Gruppen mit O(p � jGj2 log(jGj)) K�orperoperationen realisiert, wobei p den gr�o�tenPrimteiler von jGj bezeihnet. Hierbei mu� die au�osbare Gruppe in Form einer p-Pr�asenta-tion vorliegen, die mit einer Kompositionsreihe korrespondiert, die wiederum eine Hauptreiheverfeinert. Unseres Wissens ist dies die erste "worst-ase\-obere Komplexit�atsshranke f�urden Fall au�osbarer Gruppen.DanksagungDiese Arbeit entstand in der Abteilung V des Instituts f�ur Informatik an der RheinishenFriedrih-Wilhelms-Universit�at. An dieser Stelle bedanke ih mih herzlih bei den zahlreihenam Gelingen dieser Arbeit direkt oder indirekt beteiligten Personen.Hierzu z�ahlen in erster Linie meine Eltern und Freunde, bei denen ih immer ein o�enes Ohrund die notwendige menshlihe Unterst�utzung fand.Ein Stipendium der Studienstiftung des deutshen Volkes erm�oglihte es mir, mih voll auf



6 KAPITEL 1. EINLEITUNGmeine Studien zu konzentrieren und mih, �uber den Tellerrand hinwegblikend, in viele f�urmih neue und spannende Themen einzuarbeiten. Stellvertretend m�ohte ih mih daf�ur beimeinem Ansprehpartner Herrn Dr. N. Weidtmann bedanken.Viele Anregungen bekam ih durh Diskussionen, die ih unter anderem mit Prof. Dr. C.-F.B�odigheimer, Dietmar K�onig, Thomas Rieband und Prof. Dr. B. Sturmfels (speziell �uber dieGr�obnerbasen) f�uhren durfte.Au�erdem danke ih allen Mitarbeitern unserer Arbeitsgruppe f�ur die o�ene und freund-shaftlihe Atmosph�are, insbesondere Vlora Ari�, Roland Engelbreht, Heiko Goeman, FrankKurth und Dirk Meyer.Bei Herrn Priv.-Doz. Dr. M.A. Shokrollahi bedanke ih mih f�ur die �Ubernahme des Korre-ferats.Zu besonders gro�em Dank bin ih meinem Doktorvater Prof. Dr. M. Clausen verpihtet,bei dem ih immer ein o�enes Ohr f�ur meine Forshungsprobleme fand. Ohne seine Diskus-sionsbereitshaft, seine konstruktiven Ideen und seine Anregungen w�are diese Arbeit nihtentstanden. Ih habe die drei Jahre in seiner Arbeitsgruppe sehr genossen und bin von ihmin dieser Zeit in vielerlei Hinsiht gepr�agt worden.Meinard M�uller, M�arz 2001.



Kapitel 2Grundlagen
In diesem Kapitel fassen wir die f�ur alle Teile dieser Arbeit relevanten mathematishen Grund-lagen zusammen und f�uhren damit gleihzeitig die ben�otigten Symbole und Bezeihnungenein, die einheitlih in der ganzen Arbeit verwendet werden. In Abshnitt 2.1 erinnern wiran die Grundlagen der (gew�ohnlihen) Darstellungstheorie endliher Gruppen. In Abshnitt2.2 wird die diskrete Fouriertransformation (DFT) auf beliebige endlihe Gruppen verall-gemeinert. F�ur das Rehnen in endlihen au�osbaren Gruppen haben sih insbesondere diep-Pr�asentationen, die wir in Abshnitt 2.3 beshreiben, als eine sehr geeignete und eÆzientePr�asentationsform erwiesen. Die Grundideen zur DFT-Generierung aus den als p-Pr�asen-tation vorliegenden Gruppen fassen wir in Abshnitt 2.4 zusammen und beshlie�en diesesKapitel mit einigen Bemerkungen �uber d�unn besetzte Matrizen und Matrixdarstellungen inAbshnitt 2.5.2.1 Grundlagen zur DarstellungstheorieIn diesem Abshnitt wird kurz an einige Grundlagen der Darstellungstheorie erinnert und diedaf�ur ben�otigte Notation eingef�uhrt. F�ur Einzelheiten verweisen wir auf die Standardliteratur,z. B. [52℄.Sei G eine endlihe Gruppe. Eine (gew�ohnlihe) Darstellung von G vom Grad (oder derDimension) d ist ein GruppenhomomorphismusD : G! GL(d; C ). Der zugeh�orige Charakter� : G ! C ist durh �(g) := Spur(D(g)) de�niert. Zwei Darstellungen D und D0 hei�en�aquivalent, D � D0, falls f�ur eine invertierbare Matrix X und alle g 2 G die GleihungD0(g) = DX(g) gilt, wobei DX durh DX(g) := XD(g)X�1, g 2 G, de�niert ist. ZweiDarstellungen sind �aquivalent genau dann, wenn ihre Charaktere �ubereinstimmen.Die direkte Summe D�D0 zweier Darstellungen D und D0 von G ist f�ur g 2 G de�niert durh(D�D0)(g) := D(g)�D0(g). Mit mD,m 2 N, bezeihnen wir diem-fahe direkte Summe vonD. Eine Darstellung D hei�t irreduzibel, falls D niht �aquivalent ist zu einer direkten Summezweier Darstellungen. Charaktere, die zu irreduziblen Darstellungen geh�oren, hei�en irredu-zible Charaktere. Die Anzahl irreduzibler Charaktere, d. h. die Anzahl von �Aquivalenzklassenirreduzibler Darstellungen von G, ist gleih der Anzahl der Konjugationsklassen von G.7



8 KAPITEL 2. GRUNDLAGENNah dem Satz von Mashke ist jede Darstellung D �aquivalent zu einer direkten Summeirreduzibler Darstellungen: D � D1 � : : :�Dr. Sei � eine irreduzible Darstellung von G mitCharakter Æ, dann h�angt die Multiplizit�at h�jDi := jfi : Di � �gj von � in D nur von denCharakteren ab. Bezeihne � den Charakter von D, dann gilt genauerh�jDi = hÆj�i := jGj�1Xg2G Æ(g�1)�(g): (2.1)Verkettungsr�aume (intertwining spaes) sind ein weiteres Hilfsmittel zur Untersuhung vonMultiplizit�aten oder allgemeiner von direkten Summenzerlegungen von Darstellungen. DerVerkettungsraum zweier Darstellungen D und D0 von G ist de�niert durhInt(D;D0) := fX 2 C d0�djXD(g) = D0(g)X f�ur alle g 2 Gg; (2.2)wobei d bzw. d0 den jeweiligen Grad der Darstellungen bezeihnen. Nah dem Lemma vonShur ist Int(D;D) eindimensional genau dann, wenn D irreduzibel ist. In diesem Fall bestehtder Verkettungsraum aus allen skalaren Vielfahen der Einheitsmatrix Idd. Die folgendenAussagen ergeben sih unmittelbar aus dem Lemma von Shur.Lemma 2.1.1 Seien D1; : : : ;Dh paarweise in�aquivalente Darstellungen von G und seienDi � Fi. Dann gilt f�ur beliebige niht-negative ganze Zahlen ni;miInt��hi=1miDi;�hi=1niFi� = hMi=1 Int (miDi; niFi) = hMi=1 C ni�mi 
 Int (Di; Fi) :Dar�uber hinaus gilt f�ur Darstellungen D;F von G und invertierbare Matrizen X;Y geeignetenFormats Int �FX ;DY � = Y Int (F;D)X�1:Sei H Untergruppe von G, D eine Darstellung von G und F eine Darstellung von H. Falls dieEinshr�ankung D#H von D auf H gleih der Darstellung F ist, dann hei�t D Erweiterungvon F . Ausgehend von F vom Grad f und einer vollst�andigen Liste T = (g1; : : : ; gt) vonRepr�asentanten der Linksnebenklassen von H in G erh�alt man eine Darstellung G vom Gradf � t, die sogenannte induzierte Darstellung F"TG, auf die folgende Weise:(F"TG)(g) := � _F (g�1i ggj)�1�i;j�t :Hierbei ist _F (x) de�niert als F (x) f�ur x 2 H und als f�f Nullmatrix au�erhalb von H. Nahdem Reziprozit�atssatz von Frobenius sind Induktion und Einshr�ankung im folgenden Sinndual zueinander: Ist D eine irreduzible Darstellung von G und F eine irreduzible Darstellungvon H, dann ist die Multiplizit�at von F in D#H gleih der Multiplizit�at von D in F"TG. Wirbezeihnen diese gemeinsame Multiplizit�at mit hDjF i. Ein entsprehendes Ergebnis gilt f�urdie Charaktere.Sei nun C = (G = Gn > Gn�1 > : : : > G1 > G0 = f1g) eine Kette von Untergruppen vonG. Zu dieser Kette assoziieren wir einen Graph, den C-Charaktergraph of G. Die Menge derKnoten ist aufgeteilt auf n + 1 Stufen. Die Knoten der Stufe i entsprehen den irreduziblen



2.2. GRUPPENALGEBREN UND DFT 9Charakteren von Gi. Nur die Knoten aufeinanderfolgender Stufen sind durh gewihtete Kan-ten verbunden. Falls � und  irreduzible Charaktere von Gi bzw. Gi�1 sind, dann sind diezwei Knoten durh eine gewihtete Kante verbunden, falls das Gewiht h�j i > 0 ist. DieserGraph wird als grundlegende Datenstruktur zur Konstruktion und Speiherung irreduziblerDarstellungen dienen. Ein Beispiel ist in Abbildung 2.1 gegeben.Es gibt eine enge Verbindung zwishen den Darstellungen von G und einer normalen Un-tergruppe N . Grundlegend hierf�ur ist die Operation von G auf der Menge der irreduziblenCharaktere von N mittels (g � )(n) :=  g(n) :=  (g�1ng). F�ur eine Darstellung F von N undjedes g 2 G de�niert F g(n) := F (g�1ng), n 2 N , eine Darstellung von N , eine g-Konjugiertevon F . Die folgende Version des Satzes von Cli�ord wird eine wihtige Rolle spielen.Satz 2.1.2 Sei N CG und � ein irreduzibler Charakter von G. Sei  eine irreduzible Kom-ponente von �#N mit Multiplizit�at m > 0 und seien  =  1; : : : ;  q die vershiedenen g-Konjugierten von  , g 2 G. Dann gilt�#N =m qXk=1 k:F�ur einen Beweis des Satzes verweisen wir auf [36℄, Theorem (6.2). Ein analoges Ergebnis giltf�ur die entsprehenden Darstellungen.2.2 Gruppenalgebren und DFTIn diesem Abshnitt wird der Begri� der diskreten Fouriertransformation (DFT) auf belie-bige endlihe Gruppen verallgemeinert. Wir folgen dabei [15℄, wo man auh die hier nihtaufgef�uhrten Beweise der Aussagen �ndet.Sei also G eine endlihe Gruppe. Die Menge CG := faja : G ! C g aller C -wertigen Funk-tionen (Signale) auf G wird durh punktweise Addition und Skalarmultiplikation zu einemVektorraum. Eine nat�urlihe Basis ist durh die Indikatorfunktionen (G 3 h 7! Ægh) derGruppenelemente g 2 G gegeben. Identi�ziert man jedes Gruppenelement mit seiner Indika-torfunktion, dann kann CG als C -lineare H�ulle von G aufgefa�t werden. Weiterhin de�nierthajbi := 1jGjXg2G agbg (2.3)f�ur a = (ag)g2G; b = (bg)g2G 2 CG ein Skalarprodukt auf CG und maht diesen zum Hilbert-raum. Die Gruppenmultiplikation in G erweitert sih zur sogenannten Faltung in CG:�Xg2G agg� � �Xh2G bhh� =Xk2G�Xg2G agbg�1k�k:Auf diese Weise wird CG zu einer C -Algebra, der sogenannten Gruppenalgebra von G �uber C .Darstellungen von G erweitern sih auf kanonishe Weise zu Algebrenhomomorphismen vonCG und werden ebenfalls als Darstellung bezeihnet. Da sih Darstellungen von G und CGeineindeutig entsprehen, werden diese im folgenden identi�ziert.



10 KAPITEL 2. GRUNDLAGENIst zum Beipiel G = CN = hX j XN = 1i die zyklishe Gruppe der Ordnung N , dann kannCG mit dem Polynomring C [X ℄ modulo dem von XN �1 erzeugten Ideal identi�ziert werden.In diesem Fall ist die Faltung in CG nihts anderes als gew�ohnlihe Polynommultiplikationmodulo der Relation XN = 1. Sei ! eine primitive N -te Einheitswurzel, dann folgt aus derFaktorisierung Xn � 1 =Qn�1j=0 (X � !j) zusammen mit dem Chinesishen Restesatz, da� diekanonishe AbbildungCCN = C [X℄=(XN � 1) �! �N�1j=0 C [X℄=(X � !j) = �N�1j=0 C 1�1ein Algebrenisomorphismus von der Gruppenalgebra in die Algebra der N�N -Diagonalmatri-zen de�niert. Bez�uglih der kanonishen Basen in beiden R�aumen wird dieser Isomorphismusdurh die klassishe DFT-Matrix D = (!jk)0�j;k<N beshrieben.Wedderburns Satz f�ur halbeinfahe Algebren �uber Zerf�allungsk�orpern verallgemeinert dieseSituation. Im Spezialfall von komplexen Gruppenalgebren gilt die folgende Version.Satz 2.2.1 (Wedderburn) Die Gruppenalgebra CG einer endlihen Gruppe G ist isomorphzu einer Algebra von Blokdiagonalmatrizen:D = �hk=1Dk : CG '�! �hk=1C dk�dk :Die Anzahl h der Bl�oke ist gleih der Anzahl der Konjugationsklassen von G und die Projek-tionen D1; : : : ;Dh bilden eine vollst�andige Menge von paarweise in�aquivalenten irreduziblenDarstellungen von CG.Man nennt eine solhe Liste D1; : : : ;Dh auh Transversale von irreduziblen Darstellungen,die wir im folgenden mit Irr(G) bezeihnen.Der Begri� der klassishen diskreten Fouriertransformation f�ur zyklishe Gruppen wird nunin folgender Weise auf beliebige endlihe Gruppen G verallgemeinert.De�nition 2.2.2 Jeder Isomorphismus D : CG �! �hk=1C dk�dk von C -Algebren hei�t dis-krete Fouriertransformation (DFT) f�ur CG (oder einfah f�ur G).Bez�uglih der kanonishen Basen in CG und �hk=1C dk�dk ist jede DFT durh eine jGj � jGj-Matrix D gegeben. Dabei korrespondieren die Spalten von D zu den Elementen von G. DieReihen werden durh [1�k�hf(k; �; �)j1 � �; � � dkg (2.4)parametrisiert, wobei (k; �; �) die Position (�; �) in Dk beshreibt. Mit anderen Worten giltD(k;�;�);g := Dk(g)�;� : (2.5)Wir verweisen auf Abshnitt 5.4 f�ur ein konkretes Beispiel einer DFT-MatrixD. WedderburnsSatz garantiert f�ur jede endlihe Gruppe G die Existenz einer DFT.



2.3. PC-PR�ASENTATIONEN 112.3 PC-Pr�asentationenIn der algorithmishen Gruppentheorie sind die relevanten Gruppen oft durh eine endlihePr�asentation mit Erzeugern und Relationen gegeben. Solhe Pr�asentationen dienen auh alsEingabe f�ur unsere Algorithmen und werden im folgenden kurz beshrieben.Eine endlihe Gruppe G hei�t au�osbar , wenn eine KompositionsreiheT = (G = Gn BGn�1 B : : :BG1 BG0 = f1g)existiert, deren Kompositionsfaktoren Gi=Gi�1 von Primzahlordnung pi sind. F�ur 1 � i � nsei gi ein Element inGi, welhes niht inGi�1 ist. In Bezug auf (g1; : : : ; gn) kann jedes Elementg 2 G eindeutig ausgedr�ukt werden in Normalformg = genn � gen�1n�1 � : : : � ge11 (0 � ei < pi): (2.6)Die Multiplikation in G ist dann vollst�andig beshrieben, wenn die Normalformen von allenPotenzen gpii und allen Kommutatoren [gi; gj ℄ := g�1i g�1j gigj bekannt sind. Jede au�osba-re Gruppe besitzt demnah eine p-Pr�asentation (power-ommutator presentation), die ausRelationen f�ur die Potenzen und Kommutatoren besteht und von der folgenden Form ist:G = hg1; : : : ; gn j gpii = ui (1 � i � n); [gi; gj ℄ = wij (1 � i < j � n)i; (2.7)mit Worten ui 2 Gi�1 und wij 2 Gj�1 gegeben in Normalformui = gai;i�1i�1 � : : : � gai;11 bzw. wij = gbij;j�1j�1 � : : : � gbij;11 : (2.8)Dar�uber hinaus verlangen wir, da� die Pr�asentationen konsistent sind, d. h. jedes Wort in denErzeugern hat eine eindeutig bestimmte Normalform. Konsistente p-Pr�asentationen dieserArt beshreiben exakt die Klasse der au�osbaren Gruppen.Eine au�osbare endlihe Gruppe G hei�t �uberau�osbar, wenn es eine Kompositionsreihe gibt,bei der jede Gruppe Gi niht nur normal in Gi+1 sondern sogar normal in der ganzen GruppeG ist. Derartige Kompositionsreihen sind Hauptreihen. In diesem Fall gilt f�ur eine zugeh�origep-Pr�asentation wij 2 Gi, also wij = gbij;ii � : : : � gbij;11 :Als Beispiel geben wir eine konsistente p-Pr�asentation einer �uberau�osbaren Gruppe mit128 Elementen an, die wir auh mit G128 bezeihnen. In der Pr�asentation sind, wie diesim folgenden aus Gr�unden der �Ubersihtlihkeit meist geshehen wird, triviale Kommutator-Relationen niht aufgef�uhrt.G128 = hg7; g6; g5; g4; g3; g2; g1 j g21 = g22 = g24 = g25 = g26 = 1; g23 = g1; g27 = g4;[g2; g6℄ = [g2; g7℄ = [g3; g4℄ = [g3; g5℄ = [g3; g6℄ = g1; [g3; g7℄ = g2; (2.9)[g4; g5℄ = g2 � g1; [g4; g6℄ = g3 � g1; [g5; g7℄ = g3; [g6; g7℄ = g5iIst eine p-Pr�asentation der Form (2.7) gegeben, so de�niert diese kanonish eine Kompo-sitionsreihe T . Die Abbildung 2.1 zeigt den T -Charaktergraph der p-pr�asentierten GruppeG128. Jeder Knoten entspriht einem irreduziblen Charakter und der entsprehenden �Aquiva-lenzklasse von irreduziblen Darstellungen. Die Kantengewihte haben alle den Wert 1, d. h.
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Abbildung 2.1: Charaktergraph von G128.alle niht-trivialen Multiplizit�aten sind 1. Die Zahlen der linken Spalte beshreiben die Stufeund die der obersten Zeile den Grad der entsprehenden Darstellung der obersten Stufe.Es ist kein Zufall, da� alle Kantengewihte den Wert 1 haben. Dies gilt allgemein f�ur T -Charaktergraphen au�osbarer Gruppen mit Kompositionsreihe T und folgt unmittelbar ausder Version des Satzes von Cli�ord in Abshnitt 2.4.Bemerkung 2.3.1 In der Notation haben wir uns eine kleine Nahl�assigkeit erlaubt, da nihtzwishen W�ortern und Elementen untershieden wurde. Ein Wort �uber dem Alphabet A :=fg1; : : : ; gng ist eine endlihe Folge von Elementen in A. Die Menge aller W�orter �uber diesemAlphabet wird auh mit A� bezeihnet. Ein Element einer p-pr�asentierten Gruppe G ist eine�Aquivalenzklasse von W�ortern modulo des durh die p-Relationen erzeugten Normalteilers.Um die Notation niht unn�otig zu verkomplizieren, shreiben wir f�ur ein Gruppenelement eindieses Gruppenelement repr�asentierendes Wort, wie z. B. geshehen in (2.8). Wenn wir alsoim folgenden von einem Wort g�nn � : : : �g�11 sprehen, meinen wir ein Element in fg1; : : : ; gng�.Sprehen wir von einem Element g�nn � : : : � g�11 , dann meinen wir das durh dieses Wortrepr�asentierte Gruppenelement in G.Bemerkung 2.3.2 Im allgemeinen mu� man bei Pr�asentationen zwishen sogenannten Mo-noid- und Gruppenpr�asentationen untersheiden. Bei Gruppenpr�asentationen werden nebenden angegebenen Erzeugern gi deren formale Inverse g�1i als zus�atzlihe Erzeuger und die zwi-shen Erzeuger und inversem Erzeuger geltenden Relationen gig�1i = 1 und g�1i gi = 1 zu denangegebenen Relationen hinzugenommen. Damit de�nieren Gruppenpr�asentationen immerGruppen, w�ahrend Monoidpr�asentationen im allgemeinen nur Monoide de�nieren. Pr�asenta-tionen der Form (2.7) de�nieren allerdings shon als Monoidpr�asentation eine Gruppe. Diesfolgt daraus, da� aus den angegebenen Relationen f�ur jeden Erzeuger gi eine Relation derForm gNi = 1 f�ur ein N 2 N ableitbar ist, woraus die Invertierbarkeit von gi folgt. In diesemFall f�uhren Monoid- und Gruppenpr�asentation zu isomorphen Gruppen und zwishen diesenbeiden Pr�asentationsformen mu� niht untershieden werden. F�ur weitere Einzelheiten zudieser Problematik verweisen wir auf [55℄.



2.4. GRUNDIDEE ZUR DFT-GENERIERUNG 132.4 Grundidee zur DFT-GenerierungIn diesem Abshnitt fassen wir die allgemeinen Ideen f�ur einen Algorithmus zusammen, derzu einer endlihen p-pr�asentierten au�osbaren Gruppe eine DFT konstruiert, die bez�ugliheiner Kompositionsreihe von G angepa�t ist. In Bezug auf eine solhe p-Pr�asentation isteine d-dimensionale Darstellung D von G vollst�andig durh die darstellenden MatrizenD(g1); : : : ;D(gn) auf den Erzeugern beshrieben.Das Konzept der Symmetrieanpassung einer Darstellung D ist entsheidend im Hinblik aufeinen eÆzienten Algorithmus. D hei�t T -angepa�t, falls f�ur alle 0 � i � n die folgendenBedingungen gelten:(1) Die Einshr�ankung D#Gi ist gleih der direkten Summe irreduzibler Darstellungen vonGi, d. h. D#Gi = �qFiq mit irreduziblen Darstellungen Fiq.(2) �Aquivalente irreduzible Konstituenten von D#Gi sind gleih, d. h. falls Fiq � Fit dannFiq = Fit (aber niht notwendigerweise q = t).Ist D eine T -angepa�te Darstellung, dann ist auh die Einshr�ankung D#Gi, 0 � i � n,Ti-angepa�t, wobei Ti die Kette (Gi � : : : � G0) bezeihnet. Wir shreiben im folgenden auhIrr(Gi;Ti) f�ur eine Transversale von Ti-angepa�ten irreduziblen Darstellungen von Gi.Die zentrale Idee des Algorithmus basiert auf dem Satz von Cli�ord. In unserem speziellenFall besagt er, da� f�ur eine irreduzible Darstellung F von Gi�1, 0 < i � n, genau einer derbeiden folgenden F�alle zutri�t.Fall 1. Alle F gki , 0 � k < pi =: p, sind �aquivalent. Dann l�a�t sih F zu p paarweisein�aquivalenten irreduziblen Darstellungen D0; : : : ;Dp�1 von Gi gleihen Grades erwei-tern. Bezeihnen �0; : : : ; �p�1 die linearen Charaktere der zyklishen Gruppe Gi=Gi�1in geeigneter Reihenfolge, dann gilt dar�uber hinaus Dk = �k 
 D0 f�ur alle k undF"Gi � D0 � : : : �Dp�1.
D0

  F

D D D D1 2 p-2 p-1

Fall 2. Alle F gki , 0 � k < pi =: p, sind paarweise in�aquivalent. Dann ist die InduktionF"Gi eine irreduzible Darstellung von Gi vom Grad p � deg(F ). Dar�uber hinaus sindalle Darstellungen F gki "Gi, 0 � k < p, �aquivalent und (F"Gi)#Gi�1 =Lp�1k=0 F gki :



14 KAPITEL 2. GRUNDLAGEN
D

F F  g F  g F  g F  g2 p-2 p-1F�ur einen Beweis verweisen wir auf Theorem (6.20) in [15℄. Bis auf �Aquivalenz k�onnen alleirreduziblen Darstellungen von Gi auf diese Weise erhalten werden. So k�onnen die irreduziblenDarstellungen von G iterativ von unten nah oben entlang der Hauptreihe T konstruiertwerden. F�ur eine eÆziente Konstruktion von Irr(Gi) aus Irr(Gi�1) sollten dabei m�oglihstviele der Daten von Stufe i � 1 verwendet werden. Man sollte daher D 2 Irr(Gi) auf solheWeise de�nieren, da� D#Gi�1 niht nur �aquivalent, sondern sogar gleih der direkten Summevon irreduziblen Darstellungen aus Irr(Gi�1) ist. Dies entspriht genau der Philosophie derSymmetrieanpassung. Folglih mu� eine neue Darstellung D 2 Irr(Gi;Ti) in Shritt i nur aufdem Erzeuger gi de�niert werden; die Werte von D auf den Erzeugern g1; : : : ; gi�1 k�onnenvon Shritt i� 1 ohne zus�atzlihen Aufwand �ubernommen werden.Allerdings mu� man f�ur den �Aquivalenztest und die Symmetrieanpassung f�ur jedes F 2Irr(Gi�1;Ti�1) die Beziehung zwishen den konjugierten Darstellungen F gi und den entspre-henden F 0 2 Irr(Gi�1;Ti�1) mit F gi � F 0 kennen. Das ist der Grund daf�ur, da� die Ver-kettungsr�aume Int(F gi ; F 0) ben�otigt werden. Es stellt sih heraus, da� die Berehnung derVerkettungsr�aume der aufwendigste Teil der Konstruktion ist und den Berehnungsaufwanddes Algorithmus bestimmt. Wir wollen zun�ahst annehmen, da� sowohl die �Aquivalenz vonDarstellungen entshieden als auh Verkettungsr�aume berehnet werden k�onnen. Dann kannder Algorithmus zur Berehnung von Irr(Gi�1;Ti�1) folgenderma�en zusammengefa�t werden:Eingabe: Eine konsistente p-Pr�asentation einer endlihen au�osbaren Gruppe G, die eineKompositionsreihe T de�niert. Irr(G0;T0) ist trivial.Shritt i. Irr(Gi;Ti) wird berehnet aus Irr(Gi�1;Ti�1), 1 � i � n. Nah Cli�ord m�ussen f�urjedes F 2 Irr(Gi�1;Ti�1) zwei F�alle ber�uksihtigt werden.Fall 1. F � F gi . F hat pi Erweiterungen D0; : : : ;Dpi�1.� Sei ! primitive pi-te Einheitswurzel und X 2 Int(F gi ; F ) n f0g.� Bestimme eine L�osung 0 der Gleihung piXpi = F (gpii ). (gpii ist ein Wort inGi�1 gegeben durh die p-Pr�asentation).� De�niere Dk(gi) := 0 � !k �X, k = 0; : : : ; pi � 1.� De�niere Dk#Gi�1 := F (Daten shon bekannt aus Shritt i � 1) und erhalteeine Ti-angepa�te Erweiterung D von F .Fall 2. F 6� F gi . Dann ist F " Gi irreduzibel und (F " Gi) # Gi�1 =Lpi�1k=0 F gki . Nunmu� F " Gi adaptiert werden.� Finde Fk 2 Irr(Gi�1;Ti�1) mit Fk � F gki f�ur k = 0; : : : ; pi � 1.� Berehne Xk 2 Int(F gki ; Fk) n f0g and setze X :=Lpi�1k=0 Xk.



2.5. D �UNN BESETZTE MATRIZEN UND DARSTELLUNGEN 15� De�niere D(gi) := X�1(F " Gi)(gi)X:� De�niere D(gj) :=Lpi�1k=0 Fk(gj) f�ur j = 0; :::; i � 1 (Daten shon bekannt ausShritt i� 1) und erhalte eine Ti-angepa�te Darstellung D.Ausgabe: Eine Transversale von irreduziblen T -angepa�ten Darstellungen Irr(G;T ), wobeijedes D 2 Irr(G;T ) durh die Matrizen D(g1); : : : ;D(gn) gegeben ist.Weitere Einzelheiten und die Veri�kation des Algorithmus �ndet man in [15℄.2.5 D�unn besetzte Matrizen und DarstellungenWir ben�otigen im folgenden einige grundlegende Komplexit�atsshranken hinsihtlih d�unnbesetzter Matrizen und Darstellungen. Eine Permutation � 2 Sr := Sym(f1; : : : ; rg) werdedabei mit der Permutationsmatrix P� identi�ziert, die nah De�nition in der i-ten Spalte,1 � i � r, genau einen von Null vershiedenen Eintrag mit Wert 1 an der �(i)-ten Positionhat. Sei K ein beliebiger K�orper und d = f � r mit f; d; r 2 N. Eine Matrix M hei�t nahDe�nition f -blokmonomial genau dann, wenn9� 2 Sr 9A1; : : : ; Ar 2 GL(f;K ) :M = (� 
 Idf ) � (A1 � : : :�Ar):Eine Darstellung D von G hei�t f -blokmonomial, falls D(g) eine f -blokmonomiale Matrixf�ur jedes g 2 G ist. In diesem Abshnitt sei eine Operation entweder eine Multiplikation, Ad-dition, Subtraktion oder Inversion in K und alle Matrizen seien invertierbare d� d-Matrizen�uber K . Standardalgorithmen zur Multiplikation und Inversion von Matrizen ben�otigen O(d3)Operationen �uber K (asymptotish eÆzientere Algorithmen zur Matrixmultiplikation wie z. B.Strassens Algorithmus [59℄ werden im folgenden niht ber�uksihtigt). Falls f ein Teiler vond ist und alle Matrizen f -blokmonomial sind, k�onnen die Multiplikation und Inversion der-artiger Matrizen o�ensihtlih mitO�df f3� = O �d � f2� : (2.10)Operationen durhgef�uhrt werden. Multiplikation einer f -blokmonomialen Matrix mit einervollen Matrix ben�otigt O�d2f2 f3� = O �d2 � f� (2.11)Operationen. Der Fall f = 1 ist f�ur uns von besonderem Interesse. Abk�urzend bezeihnen wireine 1-blokmonomiale Matrix auh als monomiale Matrix und analog eine 1-blokmonomialeDarstellung als monomiale Darstellung. Eine monomiale invertierbare MatrixM 2 K d�d kannin der Form M = � � diag(1; : : : ; d) (2.12)mit einer Permutation � 2 Sd und von Null vershiedenen KoeÆzienten 1; : : : ; d geshriebenwerden. Multiplikation und Inversion sind dann linear in der Dimension d. Unter dem m-tenEintrag, 1 � m � d, der monomialen Matrix M verstehen wir im folgenden den KoeÆzientenm.



16 KAPITEL 2. GRUNDLAGENBeim Rehnen mit Darstellungen ergeben sih �ahnlihe Komplexit�atsshranken. Seien imfolgenden die Bezeihnungen wie in Abshnitt 2.3. In Bezug auf eine p-Pr�asentation wird eineDarstellung D vom Grad d von G vollst�andig beshrieben durh die darstellenden MatrizenD(g1); : : : ;D(gn) auf den Erzeugern. F�ur jedes g 2 G in Normalform kann mit Hilfe derbin�aren Methode das Produkt D(g) = D(gn)en � : : : �D(g1)e1 mitO(d3 log(jGj)) (2.13)arithmetishen Operationen berehnet werden. In dieser Arbeit bezeihne dabei log immerden Logarithmus zur Basis 2. Im Falle von f -blokmonomialen Darstellungen reduziert sihdieser Aufwand nah (2.10) zu O(d � f2 log(jGj)): (2.14)Abshlie�end stellen wir noh ein paar einfahe Absh�atzungen zusammen, die im folgendenhilfreih sein werden. Sei G eine endlihe Gruppe, CG ' �hk=1C dk�dk . Dann gilthXk=1 d2k = jGj (2.15)und d := max(d1; : : : ; dh) � jGj 12 : (2.16)F�ur beliebige reelle Zahlen r � 2 gilt damitdr(G) := hXk=1 drk � dr�2 hXk=1 d2k � jGj r2 : (2.17)Weiterhin sei d1(G) :=Phk=1 dk.



Kapitel 3DFT-Generierung �uberau�osbarerGruppen
F�ur endlihe �uberau�osbare Gruppen G wurde von Baum und Clausen in [4℄ ein Algorithmuszur DFT-Generierung angegeben, der nur O(jGj log2 jGj) rein symbolishe Operationen �uberder additiven Gruppe Ze := Z=eZ ben�otigt, wobei e den Exponenten der Gruppe bezeihnet.Im Rahmen der vorliegenden Dissertation konnte dieser Algorithmus erstmals in ein auf demComputer lau��ahiges Programm umgesetzt werden, so da� nun die irreduziblen Darstellun-gen in Form von Matrixdarstellungen konkret ausgerehnet werden k�onnen. In diesem Kapitelfassen wir in Abshnitt 3.1 die Hauptideen des Baum-Clausen-Algorithmus zusammen. F�urdie Implementierung wurde eine Datenstruktur entworfen, die f�ur die DFT-Daten einen Spei-herplatz ben�otigt, der maximal linear in der Gruppenordnung jGj ist (siehe Abshnitt 3.2).Dabei wurde erreiht, da� auh w�ahrend der Laufzeit des Algorithmus der ben�otigte Speiher-platz diese obere Shranke niht �ubersteigt. Zur Illustration der Theorie sind in Abshnitt 3.3einige Beispiele angegeben. Die Implementierung wurde hinsihtlih ihres Laufzeitverhaltensausf�uhrlih analysiert und getestet. Teile der Ergebnisse werden in Abshnitt 3.4 zusam-mengefa�t und diskutiert. Wir shlie�en das Kapitel mit einem Ausblik auf weiterf�uhrendeFragestellungen in Abshnitt 3.5 ab.3.1 Baum-Clausen-AlgorithmusIn diesem Abshnitt fassen wir die wihtigsten Eigenshaften des Baum-Clausen-Algorithmuszusammen, der eine monomiale DFT einer �uberau�osbaren p-pr�asentierten endlihen GruppeG mit O(jGj log2 jGj) Operationen konstruiert. Im folgenden bezeihnen wir diesen Algorith-mus auh einfah als BC-Algorithmus. F�ur eine ausf�uhrlihe Darstellung und eine Analysedes Algorithmus verweisen wir auf [4℄.Die EÆzienz des BC-Algorithmus beruht auf der Tatsahe, da� jede endlihe �uberau�osbareGruppe G eine monomiale DFT besitzt. Es gibt also eine DFT D = �hk=1Dk, so da� jedeirreduzible Darstellung Dk monomial ist. Sei T = (G = Gn B Gn�1 B : : : B G0 = f1g) eineHauptreihe von G. Dann kann man zeigen, da� jede T -adaptierte DFT automatish monomialist [2, 12, 16℄. 17



18 KAPITEL 3. DFT-GENERIERUNG �UBERAUFL �OSBARER GRUPPENEs gilt sogar noh mehr: Es bezeihne e den Exponenten von G. Dann besitzt G eine e-monomiale DFT D, d. h. alle niht-trivialen Eintr�age von D(g), g 2 G, sind e-te Einheitswur-zeln. Obwohl die irreduziblen Darstellungen �uber dem K�orper C berehnet werden, kommtman bei der Konstruktion einer e-monomialen DFT mit Ganzzahl-Arithmetik aus. Mit ande-ren Worten, es entstehen keine numerishen Probleme, da die Gleitkomma-Arithmetik nihtben�otigt wird. Der tiefere Grund hierf�ur ist, da� der Algorithmus nur e-monomiale Matrizenverarbeitet und sih die Matrixmanipulationen auf Matrixmultiplikationen und Matrixin-versionen beshr�anken. Daher kann in der additiven Gruppe Ze gerehnet werden, welheisomorph zur Gruppe der e-ten Einheitswurzeln in C ist. (Man kann zeigen, da� der BC-Al-gorithmus �uber jedem K�orper K arbeitet, der eine primitive e-te Einheitswurzel enth�alt. Wirbetrahten aber im folgenden nur den Fall K = C . Siehe Abshnitt 3.5.1.)Der BC-Algorithmus basiert auf dem Theorem von Cli�ord und verf�ahrt nah dem in Ab-shnitt 2.4 beshriebenen iterativen Verfahren, das wir im folgenden auh als Hauptrou-tine bezeihnen. In Shritt i wird dabei Irr(Gi;Ti) und der Ti-Charaktergraph zu Gi ausIrr(Gi�1;Ti�1) und dem Ti�1-Charaktergraphen von Gi�1, die aus Shritt i� 1 bekannt sind,berehnet. Hierbei werden zus�atzlih die folgenden Daten ben�otigt:(1) Die durh Konjugation de�nierte gi-Operation auf Irr(Gi�1;Ti�1), die in Form einerPermutation �i�1 von Irr(Gi�1;Ti�1) mit F gi � �i�1F , F 2 Irr(Gi�1;Ti�1), gegebenist.(2) Die zugeh�origen Verkettungsmatrizen XF 2 Int(F gi ; �i�1F ), F 2 Irr(Gi�1;Ti�1).Bis auf die Konstruktion der Daten (1) und (2) sind alle weiteren Konstruktionsshritteshon in der in Abshnitt 2.4 beshriebenen Hauptroutine angegeben. Der entsheidende Trikbesteht nun darin, da� f�ur �uberau�osbare Gruppen sowohl die gi-Operation als auh dieVerkettungsmatrizen ebenfalls iterativ entlang der Hauptreihe konstruiert werden k�onnen.Der Grund hierf�ur liegt darin, da� im �uberau�osbaren Fall die Gruppen Gm, m = 1; : : : ; i�1,normal in G und damit auh in Gi sind, so da� der Erzeuger gi durh Konjugation aufIrr(Gm;Tm) f�ur m = 1; : : : ; i � 1 operiert. (Dies ist f�ur au�osbare Gruppen im allgemeinenfalsh!) Dar�uber hinaus folgt aus dieser iterativen Konstruktion, die wir im folgenden auhals Unterroutine bezeihnen, da� die Verkettungsmatrizen e-monomial sind.Unterroutine: Iterative Konstruktion von �i�1 und XFNah Induktionsvoraussetzung der Hauptroutine sind sowohl Irr(Gm;Tm) f�urm = 0; : : : ; i�1als auh der Ti�1-Charaktergraph von Gi�1 bekannt. Die gi-Operation auf Irr(G0;T0) isttrivial und die zugeh�orige 1-dimensionale Verkettungsmatrix ist die Identit�at. Als Indukti-onsvoraussetzung der Unterroutine nehmen wir an, da� die gi-Operation auf Irr(Gm�1;Tm�1)f�ur 0 < m < i in Form der Permutation �i;m�1 von Irr(Gm�1;Tm�1) und die zugeh�origenVerkettungsmatrizen XF 2 Int(F gi ; �i;m�1F ), F 2 Irr(Gm�1;Tm�1); bekannt sind. Mit dieserNotation gilt �i;i�1 = �i�1. Im folgenden Shritt ist nun die Permutation �i;m von Irr(Gm;Tm)zu bestimmen. Wir �xieren ein F 2 Irr(Gm�1;Tm�1). Dann m�ussen in Shritt m (analog zurHauptroutine) zwei F�alle untershieden werden:



3.1. BAUM-CLAUSEN-ALGORITHMUS 19Fall 1. F � F gm . In diesem Fall hat F genau p = pm Erweiterungen D0; : : : ;Dp�1 2Irr(Gm;Tm), die wegen der Induktionsvoraussetzung der Hauptroutine bekannt sind. DaDk, 0 � k < p, eine Erweiterung von F ist, folgt leiht, da� �i;mDk eine Erweiterungvon �i;m�1F sein mu�. Seien �0; : : : ;�p�1 die Erweiterungen von �i;m�1F . Dann kannman zeigen, da� XDk := XF f�ur alle k gesetzt werden mu� und �i;m(fD0; : : : ;Dp�1g) =f�0; : : : ;�p�1g gilt. Mit Hilfe der XDk kann dann �i;m bestimmt werden (siehe [4℄).Fall 2. F 6� F gm . In diesem Fall induziert F eine Darstellung D 2 Irr(Gm;Tm) und �i;m(D)kann unmittelbar angegeben werden: Es ist die eindeutig bestimmte Darstellung � 2Irr(Gm;Tm), deren Einshr�ankung � # Gm�1 die Darstellung �i;m�1F enth�alt. (DieseInformation kann vom Ti�1-Charaktergraph abgelesen werden.) Wir wollen hier nihtauf die Konstruktion von XD eingehen, sondern verweisen auf [4℄.Eine Analyse des BC-Algorithmus f�uhrt zu folgendem Ergebnis:Satz 3.1.1 (Baum, Clausen, [4℄) Eine Transversale Irr(G;T ) von irreduziblen e-mono-mialen Darstellungen einer �uberau�osbaren Gruppe G �uber C kann inO(jGj log2 jGj)Operationen1 aus der p-Pr�asentation von G berehnet werden. Dabei ist eine Operation eineAddition oder Subtraktion in Ze.Wir beshlie�en diesen Abshnitt mit den folgenden wihtigen Bemerkungen zum BC-Algo-rithmus:(1) Die durh die O-Notation unterdr�ukte Konstante in der Absh�atzung von Satz 3.1.1ist klein (< 20), so da� diese Shranke auh f�ur kleine Gruppen aussagekr�aftig ist.(2) Die p-Pr�asentation von G enth�alt bereits alle Informationen bez�uglih der Gruppe,die der BC-Algorithmus ben�otigt, so da� keine Gruppenoperationen ausgef�uhrt werdenm�ussen.(3) Der BC-Algorithmus ist in folgendem Sinne im wesentlihen optimal: Wir werden inAbshnitt 3.2 sehen, da� bei einer geeigneten Datenstruktur die L�ange der Ausgabe-daten des BC-Algorithmus proportional zur Gruppenordnung jGj ist. Damit ist dieLaufzeit des BC-Algorithmus bis auf logarithmishe Faktoren proportional zur L�angeder Ausgabedaten und kann in diesem Sinne als im wesentlihen optimal bezeihnetwerden.(4) Im Untershied zur Originalversion in [4℄ wird in unserer Version der BC-Algorithmus inTeilen reorganisiert. Dadurh wird sihergestellt, da� der ben�otigte Speiherplatzbedarfauh w�ahrend der Laufzeit im "worst ase\ maximal linear in der Gruppenordnung jGjist. Diese Reorganisation hat keine Auswirkungen auf die Laufzeit.1Bei der Implementierung dieses Algorithmus haben wir einen kleinen Fehler in der Komplexit�atsanalysein [4℄ entdekt, der zu einem zus�atzlihen Faktor log(jGj) und damit zur hier angegebenen Absh�atzung f�uhrt.



20 KAPITEL 3. DFT-GENERIERUNG �UBERAUFL �OSBARER GRUPPEN(5) Die Kenntnis des Exponenten e ist f�ur den BC-Algorithmus niht notwendig. Die f�urdie Matrixeintr�age der e-monomialen Darstellungen minimal notwendige Ordnung derprimitiven Einheitswurzel wird w�ahrend der Laufzeit bestimmt: Angefangen mit e = 1wird e um den Faktor pi vergr�o�ert, falls im i-ten Shritt der "bottom-up\-Konstruktioneine pi-te Wurzel niht berehnet werden kann. Wir verweisen auf Abshnitt 3.5.2 f�ureine weitere Diskussion.3.2 DFT-DatenstrukturBei �uberau�osbaren Gruppen lassen sih die Ausgabedaten durh eine kompakte Datenstruk-tur realisieren, da wir es in diesem Fall niht mit vollen Matrizen, sondern mit e-monomialenMatrizen zu tun haben. Da sih jede e-monomiale Matrix M 2 C N�N in der FormM = � � diag(!a1 ; : : : ; !aN ) (3.1)shreiben l�a�t mit einer Permutation � 2 SN und niht-trivialen KoeÆzienten !a1 ; : : : ; !aN ,ben�otigt man nur die 2N ganzen Zahlen �(1); : : : ; �(N) und a1; : : : ; aN , um M zu speihern.Im folgenden wollen wir die f�ur reale Anwendungen unserer Algorithmen vollkommen aus-reihende Annahme mahen, da� ganze Zahlen durh ein 32-Bit-Wort repr�asentiert werdenk�onnen. Dar�uber hinaus ben�otigt man f�ur Zeiger ebenfalls ein 32-Bit-Wort. In der folgen-den Diskussion ist der Speiherplatzbedarf also in 32-Bit-W�ortern angegeben (siehe auhAbshnitt 3.4).Der BC-Algorithmus berehnet Irr(G;T ), wobei jede Darstellung D 2 Irr(G;T ) durh diedarstellenden e-monomialen Matrizen D(g1); : : : ;D(gn) auf den Erzeugern der p-pr�asentier-ten Gruppe G gegeben ist. Speihert man diese Matrizen direkt ab, so ergibt sih mit (3.1)der Speiherbedarf von2n XD2Irr(G;T ) deg(D) = 2nd1(G) � 2nd2(G) (2:17)� 2 log(jGj)jGj: (3.2)Die obere Shranke 2 log(jGj)jGj kann im shlimmsten Fall erreiht werden, was in der Praxiszu Speiherplatzproblemen f�uhrt. Wir geben eine Datenstruktur an, im folgenden auh alsDFT-Datenstruktur bezeihnet, bei der garantiert ist, da� der maximale Speiherplatzbedarflinear in der Gruppenordnung jGj ist. Als Grundger�ust f�ur die DFT-Datenstruktur dient derT -Charaktergraph vonG. Jeder Knoten des Graphen entspriht eineindeutig einer DarstellungD 2 Irr(Gi;Ti) f�ur ein i, 0 � i � n. Daher sprehen wir im folgenden niht nur von derDarstellung D, sondern auh vom Knoten D. Zu jedem Knoten assoziieren wir die folgendenDaten:� Die e-monomiale Matrix D(gi) in Form von 2deg(D) ganzen Zahlen.� Einen Zeiger vom Knoten D zum Knoten F , falls F 2 Irr(Gi�1;Ti�1) in D#Gi�1 vor-kommt, also hDjF i = 1 gilt.Die Darstellung D 2 Irr(Gi;Ti) ist iterativ entweder durh Erweiterung oder durh Induktioneiner Darstellung F 2 Irr(Gi�1;Ti�1) entstanden. Damit hat das Datenformat lokal um D diefolgende Form mit p = pi:
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D (g ) D(g )

π π
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Die Bezeihnungen sind dabei wie in Abshnitt 2.4. Im Fall 1 gilt zudem Dk(gi) = �k(gi) �D(gi), so da� anstelle der p Matrizen D(gi) = D0(gi); : : : ;Dp�1(gi) nur die Matrix D0(gi) undp� 1 ganze Zahlen f�ur die Exponenten der Einheitswurzeln �k(gi), 1 � k < p, abgespeihertwerden m�ussen. Wir verweisen auf Abshnitt 3.3 f�ur Beispiele zum Datenformat. F�ur denSpeiherplatz gilt die folgende Absh�atzung:Lemma 3.2.1 Die DFT-Datenstruktur ben�otigt Speiherplatz f�ur maximal 12jGj Zeiger oderganze Zahlen (32-Bit-W�ortern) und ist somit auh im shlimmsten Fall linear in der Grup-penordnung.Beweis: Es sei hi die Anzahl der Konjugationsklassen von Gi. Dann gilt hi = jIrr(Gi;Ti)j,und es gelten die o�ensihtlihen Absh�atzungenhi � pi � hi�1 und hi � jGij: (3.3)Weiterhin sei Ei � Irr(Gi;Ti) die Menge der Darstellungen auf Stufe i, die durh Erweiterun-gen entstanden sind (Fall 1), und Ii = Irr(Gi;Ti) n Ei die Menge der Darstellungen, die durhInduktion entstanden sind (Fall 2), also jEij+ jIij = hi. F�ur die Anzahl P (i) an Zeigern, dieden Kanten des Charaktergraphen zwishen Stufe i und Stufe i � 1 entsprehen, gilt dannmit jEij = pi � (hi�1 � pi � jIij):P (i) = jEij+ pi � jIij � pi � hi�1 � pi �Gi�1 � jGij: (3.4)F�ur die Anzahl an ganzen ZahlenM(i), die f�ur die MatrixdatenD(gi) und die Einheitswurzeln�k(gi) ben�otigt werden, giltM(i) � 2 � 1pi XD2Ei deg(D) + jEij+ 2 � XD2Ii deg(D)� 2 � d1(Gi) + hi � 2 � d2(Gi) + hi (3.5)(2:17)� 3jGij:Der Speiherbedarf Z(i) auf Stufe i, der f�ur Zusatzdaten (Zeiger auf die Matrizen D(gi) undFlags) ben�otigt wird, kann abgesh�atzt werden durhZ(i) � 2 � hi � 2 � jGij: (3.6)



22 KAPITEL 3. DFT-GENERIERUNG �UBERAUFL �OSBARER GRUPPENZusammen mit jGij � 2i�njGnj kann damit der Speiherbedarf SB f�ur die Datenstrukturfolgenderma�en abgesh�atzt werden:SB � nXi=1(P (i) +M(i) + Z(i)) � 6 � nXi=1 jGij � 12 � jGnj: �Die Absh�atzungen sind im allgemeinen sehr grob. Aus (3.4), (3.5) und (3.6) folgt insbesonderedie Absh�atzung SB � nXi=1 �pi � hi�1 + 3 � hi + 2 � d1(Gi)� : (3.7)Der Speiherbedarf h�angt also von den Gr�o�en hi und d1(Gi) ab. Hat man also viele Induk-tionen, so sind hi und d1(Gi) klein im Verh�altnis zu jGij und der Speiherbedarf ist wesentlihgeringer als die angegebene obere Shranke in Lemma 3.2.1. Der Speiherplatzbedarf h�angtinsbesondere von der Anzahl der Knoten � := Pni=0 hi im Charaktergraph von G ab. Essei angemerkt, da� diese Zahl keine Gruppeninvariante der Gruppe G ist, sondern von dergew�ahlten p-Pr�asentation und der zugeh�origen Hauptreihe T abh�angt. Mit anderen Wor-ten, die Wahl der p-Pr�asentation f�ur G hat einen entsheidenden Einu� auf die Gr�o�e derDFT-Datenstruktur. Wir geben ein kleines Beispiel, um diesen Sahverhalt zu illustrieren. SeiG = C2 � C5 das Produkt von zyklishen Gruppen. Dann besitzt G o�ensihtlih die beidenp-Pr�asentationenG ' hg1; g2 j g51 = 1; g22 = 1i und G ' hg1; g2 j g21 = 1; g52 = 1i (3.8)mit jeweils trivialen Kommutatorrelationen [g1; g2℄ = 1. W�ahrend f�ur die erste p-Pr�asenta-tion � = 16 gilt, hat man f�ur die zweite den Wert � = 13 (siehe Abbildung 3.1). In diesemZusammenhang sei auh auf die Gruppen G = Lib44100(13) und G = Lib44100(21) aus Ab-shnitt 3.4.3 verwiesen.
κ = 16 κ = 13

Abbildung 3.1: Charaktergraphen der zwei p-Pr�asentationen (3.8) von G = C2 � C5.Abshlie�end sei bemerkt, da� die darstellenden Matrizen D(gi), D 2 Irr(G;T ), f�ur alleErzeuger gi, 1 � i � n, aufgrund der T -Adaptivit�at aus der Datenstruktur ablesbar sind.Au�erdem eignet sih diese Datenstruktur sehr gut f�ur eine shnelle Auswertung (FFT) derDFT, wie wir in Kapitel 5 sehen werden.3.3 BeispieleIn diesem Abshnitt behandeln wir zwei einfahe Beispiele: Die symmetrishe Gruppe S3 undden klassishen Fall der zyklishen Gruppe C2n . Im folgenden bezeihne Di;k, 0 � i � n,



3.3. BEISPIELE 230 � k < hi, die k-te Darstellung von Irr(Gi;Ti), wobei Di;0 immer die triviale Darstellungsei und im Erweiterungsfall die pi Erweiterungen hintereinander durhnumeriert seien. Inden angegebenen p-Pr�asentationen sind die trivialen Kommutatorrelationen niht explizitaufgef�uhrt.3.3.1 Symmetrishe Gruppe S3Die symmetrishe Gruppe S3 der Ordnung 6 hat die p-Pr�asentationS3 ' hg1; g2 j g31 = 1; g22 = 1; [g1; g2℄ = g1i; (3.9)wobei (123) 7! g1 und (12) 7! g2 eine m�oglihe Isomorphie de�niert. Diese p-Pr�asentationde�niert die HauptreiheT = (G = G2 = S3 B G1 = A3 B G0 = S1):Der Charaktergraph und die Ausgabedaten des BC-Algorithmus in der DFT-Datenstruktursind in Abbildung 3.2 dargestellt. Der Exponent von S3 ist e = 6. Die Zi�ern an den Knotensind die Exponenten, in die die fest gew�ahlte primitive e-te Einheitswurzel ! erhoben wird.
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Abbildung 3.2: DFT-Datenstruktur und T -Charaktergraph der S3.Die Darstellungen der S3 sind durh die darstellenden Matrizen auf den Erzeugern g1 undg2 gegeben. Diese lassen sih aufgrund der T -Adaptivit�at unmittelbar aus der Datenstrukturablesen: D2;0(g1) = D1;0(g1) = 1; D2;0(g2) = 1;D2;1(g1) = D1;0(g1) = 1; D2;1(g2) = !3 �D2;0(g2) = !3;D2;2(g1) = D1;1(g1)�D1;2(g1)= � !2 00 !4 � ; D2;2(g2) = � 0 11 0 � : (3.10)Der Wedderburn-Isomorphismus nimmt damit qualitativ die folgende Gestalt an:C S3 ' 0BBBB� * * * ** * 1CCCCA :



24 KAPITEL 3. DFT-GENERIERUNG �UBERAUFL �OSBARER GRUPPEN3.3.2 Zyklishe Gruppe C2nDie zyklishe Gruppe C2n , n 2 N, der Ordnung 2n hat die p-Pr�asentationC2n ' hg1; : : : ; gn j g21 = 1; g22 = g1; : : : ; g2n = gn�1i: (3.11)Damit hat der Erzeuger gn die Ordnung 2n und erzeugt die gesamte Gruppe. In der zugeh�ori-gen Hauptreihe haben alle Hauptfaktoren die Ordnung 2. Der Charaktergraph von C2n , inAbbildung 3.3 f�ur den Fall n = 3 dargestellt, ist ein vollst�andiger Bin�arbaum (wie allge-mein f�ur jede abelshe 2-Gruppe). In diesem Beispiel ist u. a. D2;2(g2) eine primitive 4-teEinheitswurzel und D3;4(g3) eine primitive 8-te Einheitswurzel.
                            0,0D     (1) = 1

D    (g  ) D    (g  ) D    (g  ) D    (g  )3,0 3 3 3 33,2 3,4 3,6

D    (g  )2 2,2D    (g  )2

D    (g  )

2,0

1,0 1

0

0

0 0 0 04 4 4 4

4 4

4

0

Abbildung 3.3: DFT-Datenstruktur und T -Charaktergraph der C8.Die Darstellungen Di;k sind, wie bei allen abelshen Gruppen, 1-dimensional und im Fall derzyklishen Gruppe C2n eindeutig durh den Wert Di;k(gi) 2 C bestimmt. Es sei�i : [0 : 2i � 1℄ �! [0 : 2i � 1℄ (3.12)die Permutation, die einer Zahl k 2 [0 : 2i�1℄ mit Bin�ardarstellung (bi�1 : : : b1b0) 2 f0; 1gi dieZahl mit der Bin�ardarstellung (b0b1 : : : bi�1) zuordnet. Aus dem BC-Algorithmus folgt danninduktiv Di;k : gi 7�! !2n�i�i(k) (3.13)f�ur 1 � i � n, 1 � k � 2i � 1 und einer primitiven 2n-ten Einheitswurzel !. Die DarstellungDi�1;k hat hierbei die zwei Erweiterungen Di;2k und Di;2k+1.Wir wollen abshlie�end bemerken, da� abelshe Gruppen im Hinblik auf den Speiherplatz-bedarf der DFT-Datenstruktur (siehe (3.7)) und auf die Laufzeit des BC-Algorithmus den"worst ase\ darstellen, bei dem hi = d1(Gi) = jGij gilt.3.4 ImplementierungDer BC-Algorithmus wurde in der Programmiersprahe C/C++ implementiert. Es wurdenzahlreihe Tests zur Bestimmung des tats�ahlihen Speiherplatzbedarfs und der konkretenLaufzeiten der Implementierung durhgef�uhrt. Einige der Ergebnisse sind in Abshnitt 3.4.3zusammengefa�t. F�ur die Tests wurden als Eingabedaten des BC-Algorithmus p-Pr�asen-tationen �uberau�osbarer Gruppen ben�otigt. Es wurde daher ein ganze Bibliothek solherPr�asentationen erzeugt, die wir in Abshnitt 3.4.1 beshreiben. In den Abshnitten 3.4.2 und3.4.4 werden weitere tehnishe Details bzw. Testalgorithmen f�ur die Ergebnisse der Imple-mentierung diskutiert.



3.4. IMPLEMENTIERUNG 253.4.1 Bibliothek von p-Pr�asentationenDie Eingabe des BC-Algorithmus besteht aus konsistenten p-Pr�asentationen von endlihen�uberau�osbaren Gruppen. Um gen�ugend Eingabedaten f�ur die Experimente mit der Imple-mentierung des BC-Algorithmus zu erhalten, wurden mit Hilfe des Computeralgebra-SystemsGAP (Groups, Algorithms and Programming, siehe [31℄) durh sukzessive zyklishe Erweite-rungen solhe konsistenten p-Pr�asentationen f�ur �uberau�osbare und auh au�osbare Grup-pen erzeugt. Im folgenden fassen wir kurz das Konstruktionsprinzip zusammen und verweisenf�ur Einzelheiten auf Kapitel I, x14 von [35℄.Sei G eine Gruppe mit normaler Untergruppe N vom Primindex p = [G : N ℄ und g 2 G nN ,so da� gN ein Erzeuger der zyklishe Gruppe G=N ist. Wegen der Normalit�at von N in Gde�niert g durh Konjugation einen Automorphismus �g : N ! N , h 7! hg := g�1hg. Istspeziell h := gp 2 N , dann folgt leiht(i) �g(h) = hg = h,(ii) (�g)p = innh, wobei innh den inneren Automorphismus von N bezeihne, der durhKonjugation mit h induziert wird.Diese Eigenshaften sind auh hinreihend f�ur die Erweiterung einer Gruppe. Sei also p einePrimzahl, N eine Gruppe, h 2 N und � 2 Aut(N) mit den Eigenshaften(i) �(h) = h,(ii) (�)p = innh.Dann erh�alt man eine Gruppenerweiterung durh Hinzunahme eines Elements g mit denRelationen gp := h und g�1hg := �(h).G := Ext(N; p; h; �) := hg;N j gp = h; g�1hg = �(h)ide�niert eine Gruppe der Ordnung p � jN j, und N ist normal in G. Elemente h 2 N und� 2 Aut(N) mit den Eigenshaften (i) und (ii) bezeihnen wir im folgenden auh als zul�assigePaare (h; �).Mit Hilfe dieser Vorgehensweise k�onnen konsistente p-Pr�asentationen endliher au�osbarerGruppen sukzessive in einer "bottom-up\-Konstruktion erzeugt werden. Hierzu m�ussen im Er-weiterungsshritt die Automorphismengruppe von N berehnet und dann zul�assige Elementeh 2 N und � 2 Aut(N) ausgew�ahlt werden. Dieses Verfahren wurde in GAP implementiert,und durh randomisierte Auswahl von zul�assigen Paaren (h; �) wurden in jedem Erweiterungs-shritt p-Pr�asentationen au�osbarer Gruppen erzeugt. Aus diesen wurden dann diejenigenp-Pr�asentationen ausgew�ahlt, die �uberau�osbare Gruppen de�nieren.Auf diese Weise wurden �uber 1000 konsistente p-Pr�asentationen erzeugt, die �uberau�osba-re Gruppen untershiedlihster Ordnung zwishen 103 und 107 de�nieren. Zus�atzlih konn-te auf eine GAP-Bibliothek zur�ukgegri�en werden, die aus Pr�asentationen f�ur Vertreteraller Isomorphieklassen von Gruppen bis zur Ordnung 511 besteht (siehe auh [6℄). MitHilfe dieser Pr�asentationen wurden f�ur die �uberau�osbaren Gruppen bis zur Ordnung 511



26 KAPITEL 3. DFT-GENERIERUNG �UBERAUFL �OSBARER GRUPPENkonsistente p-Pr�asentationen berehnet. Damit stehen z. B. 2328 konsistente p-Pr�asentatio-nen, die paarweise niht-isomorphe 2-Gruppen der Ordnung 128 de�nieren, und analog 56092p-Pr�asentationen f�ur Gruppen der Ordnung 256 zur Verf�ugung. Auf diese Weise wurde einegro�e Bibliothek von konsistenten p-Pr�asentationen �uberau�osbarer Gruppen aufgebaut.Im folgenden bezeihnen wir diese durh die p-Pr�asentationen de�nierten Gruppen mit G =LibN (k), wobei N die Gruppengr�o�e angibt und k die Nummer der Gruppe unter allen inder Bibliothek be�ndlihen Gruppen derselben Gruppenordnung N . Die Numerierung derGruppen dient dabei nur zur Identi�kation der Gruppen und hat keine tiefere Bedeutung.3.4.2 Tehnishe DetailsDer BC-Algorithmus wurde in der Programmiersprahe C/C++ implementiert. Die Testswurden auf einem Intel Pentium III, 700 MHz mit 128 MByte Hauptspeiher, durhgef�uhrt.Wie shon erw�ahnt, wird beim BC-Algorithmus keine K�orperarithmetik ben�otigt, sondern alleManipulationen mit MatrixkoeÆzienten sind Additionen oder Subtraktionen in der additivenGruppe Ze. Da der Exponent e durh die Gruppenordnung jGj abgesh�atzt werden kann,bleiben alle Zwishenergebnisse, die bei Addition modulo e entstehen, unter der Shranke2jGj. Ebenso sind die ganzen Zahlen, die die Permutationen der darstellenden e-monomialenMatrizen beshreiben, sowie alle weiteren im BC-Algorithmus auftauhenden ganzen Zahlenund Zwishenergebnisse betragsm�a�ig durh 2jGj beshr�ankt. Bei unserer Implementierungdes BC-Algorithmus wurde angenommen, da� alle ganzen Zahlen und Zeiger durh ein 32-Bit-Wort darstellbar sind. Damit kann also unsere Implementierung bis zu einer Gruppenordnungvon jGj � 230 � 109 eingesetzt werden, ohne da� es zu einem �Uberlauf bei den 32-Bit-W�orternkommt.Da der Speiherbedarf der DFT-Datenstruktur nah Lemma 3.2.1 durh 12jGj 32-Bit-W�orterabgesh�atzt werden kann, ist bei einer Hauptspeiherkapazit�at von 128 MByte mit problem-losem Rehnen bis mindestens zu einer Gruppengr�o�e von jGj � 107 zu rehnen. Dies wurdeauh durh unsere Experimente best�atigt, wobei es erst ab Gruppen der Ordnung �uber diesemWert zu Auslagerungen auf die Festplatte kam.3.4.3 Laufzeiten und SpeiherplatzbedarfWie shon erw�ahnt stellt die angegebene Gr�o�enordnung O(jGj log2 jGj) aus Satz 3.1.1 eineobere Shranke f�ur die Laufzeit im "worst ase\ dar. F�ur die meisten Gruppen, insbesonderef�ur niht-abelshe Gruppen mit irreduziblen Darstellungen hohen Grades, ist das tats�ahliheLaufzeitverhalten wesentlih g�unstiger. Theoretishe �Uberlegungen wie auh die folgendenpraktishen Ergebnisse zeigen, da� sih die Laufzeit des BC-Algorithmus (bis auf logarith-mishe Faktoren der Form log jGj) im wesentlihen linear in der Gr�o�e d1(G) verh�alt, wobeid1(G) als die Summe der Grade �uber die Darstellungen von Irr(G) de�niert ist (siehe (2.17)).�Ahnlihes l�a�t sih auh f�ur den tats�ahlihen Speiherplatzbedarf der DFT-Datenstruktursagen, f�ur den in Lemma 3.2.1 eine "worst ase\-obere Shranke angegeben ist.Die folgenden Tabellen zeigen die Laufzeiten und den Speiherplatzbedarf der Implemen-tierung des BC-Algorithmus f�ur einige �uberau�osbare Gruppen G der in Abshnitt 3.4.1



3.4. IMPLEMENTIERUNG 27beshriebenen Bibliothek. Wie �ublih bezeihne jGj die Gruppenordnung von G, n die L�angeder Kompositionsreihe und h die Anzahl der Konjugationsklassen. In der Spalte "SB\ istder Speiherplatzbedarf in Byte f�ur die DFT-Datenstruktur der jeweiligen Gruppe angege-ben, w�ahrend man in der Spalte "t\ die Laufzeit in Millisekunden ablesen kann, die zurBerehnung der DFT ben�otigt wurde. (Hierbei wurden f�ur die Laufzeitbestimmung alle Be-rehnungen zehnmal durhgef�uhrt und die durhshnittlihe Laufzeit bestimmt.) Da sowohlder Speiherplatzbedarf SB als auh die Laufzeit t sih in etwa linear in d1(G) verhalten, wur-den zur besseren Vergleihbarkeit von SB und t f�ur vershiedene Gruppen G die jeweiligenQuotienten mit d1(G) berehnet.Bei den Gruppen in Tabelle 3.1 handelt es sih um m-fahe direkte Produkte der symmetri-shen Gruppe S3 f�ur m = 3; : : : ; 10. Nat�urlih sind diese Gruppen von sehr einfaher Natur,deren DFT sih unmittelbar als m-fahe Tensorprodukte der DFT der S3 angeben lassen.Dennoh liefern diese Gruppen ein repr�asentatives Bild zum Speiherplatzbedarf und Lauf-zeitverhalten der Implementierung des BC-Algorithmus, da diese niht wesentlih von derKomplexit�at der p-Pr�asentation, sondern haupts�ahlih von der Anzahl und dem Grad derirreduziblen Darstellungen abh�angen. Bei steigender Gruppengr�o�e explodieren weder derSpeiherplatzbedarf noh die Laufzeit, sondern beide Gr�o�en verhalten sih in etwa linear injGj bzw. d1(G).G jGj n h d1(G) SB (byte) SB=d1(G) t (ms) t=d1(G)(S3)3 216 6 27 64 4728 73.9 <1 0(S3)4 1296 8 81 256 14476 56.5 2 0.008(S3)5 7776 10 243 1024 45704 44.6 18 0.018(S3)6 46656 12 729 4096 147516 36.0 74 0.018(S3)7 279936 14 2187 16384 485656 29.6 270 0.017(S3)8 679616 16 16561 65536 1631084 24.9 1078 0.016(S3)9 10077696 18 19683 262144 5591592 21.3 4844 0.019(S3)10 60466176 20 59049 1048576 19570204 18.7 22105 0.021Tabelle 3.1: SB und Laufzeiten in Abh�angigkeit von der Gruppengr�o�e.In Tabelle 3.2 wurde der Algorithmus f�ur den elementaren Fall der zyklishen Gruppen vonPrimzahlordnung getestet. Die Hauptreihen dieser Gruppen haben die L�ange n = 1. DieseBeispiele zeigen, da� sih der Speiherplatzbedarf und das Laufzeitverhalten f�ur solhe einfa-hen Gruppen niht von dem f�ur komplexere Gruppen, wie z. B. die in den n�ahsten beidenTabellen aufgef�uhrten Gruppen, untersheiden.G jGj n h d1(G) SB (byte) SB=d1(G) t (ms) t=d1(G)C97 97 1 97 97 3804 39.2 <1 0C997 997 1 997 997 36204 36.3 <1 0C9973 9973 1 9973 9973 359340 36.0 13 0.0013C99991 99991 1 99991 99991 3599988 36.0 104 0.0010C999983 999983 1 999983 999983 35999700 36.0 848 0.0008Tabelle 3.2: SB und Laufzeiten f�ur zyklishe Gruppen von Primzahlordnung.Die Gruppen aus Tabelle 3.3 haben alle die Ordnung jGj = 44100, untersheiden sih je-doh wesentlih in der Anzahl der Konjugationsklassen und dem Grad ihrer irreduziblen



28 KAPITEL 3. DFT-GENERIERUNG �UBERAUFL �OSBARER GRUPPENDarstellungen. Die ersten beiden Gruppen sind abelsh und stellen sowohl hinsihtlih desSpeiherplatzbedarfs als auh hinsihtlih der Laufzeit ung�unstige F�alle dar. Ist die Anzahlder Konjugationsklassen im Verh�altnis zur Gruppengr�o�e klein, so nehmen der Speiherplatz-bedarf und die Laufzeit drastish ab.Interessant ist auh ein Vergleih der Gruppen Lib44100(21) und Lib44100(13), die bei gleihemh und d1(G) ein v�ollig untershiedlihes Speiherplatz- und Laufzeitverhalten aufweisen. DerGrund hierf�ur liegt darin, da� sih trotz gleiher Anzahl h der Bl�atter im Charaktergraphen dieAnzahl � der Knoten der jeweiligen Charaktergraphen stark untersheiden. So hat die GruppeLib44100(13) den Wert � = 15833, w�ahrend die Gruppe Lib44100(21) den Wert � = 45681besitzt. Wie shon am Ende von Abshnitt 3.2 diskutiert und aus Formel (3.7) ersihtlih,h�angt der tats�ahlihe Speiherplatzbedarf von dieser Zahl � ab, die im Gegensatz zu hkeine Gruppeninvariante ist, sondern von der gew�ahlten p-Pr�asentation und der zugeh�origenHauptreihe abh�angt. Ebenso h�angt die Laufzeit von dieser Zahl � ab.G jGj n h d1(G) SB (byte) SB=d1(G) t (ms) t=d1(G)Lib44100(6) 44100 8 44100 44100 2548088 57.8 244 0.0055Lib44100(10) 44100 8 44100 44100 2333176 52.9 189 0.0043Lib44100(1) 44100 8 22050 29400 2780712 94.6 441 0.0150Lib44100(20) 44100 8 15750 25200 1048268 41.6 184 0.0073Lib44100(21) 44100 8 13230 23520 2430024 103.3 437 0.0186Lib44100(13) 44100 8 13230 23520 657932 28.0 73 0.0031Lib44100(2) 44100 8 11025 19600 636716 32.5 102 0.0052Lib44100(3) 44100 8 3750 10800 595336 55.1 138 0.0128Lib44100(19) 44100 8 3675 8400 226808 27.0 50 0.0060Tabelle 3.3: SB und Laufzeiten bei fester Gruppengr�o�e aber variierendem h.Zur Abrundung dieses Abshnitts ist in Tabelle 3.4 das Laufzeitverhalten untershiedlih-ster Gruppen dargestellt. Die relativ langsame Laufzeit bei der 2-Sylowgruppe Syl2(S16) dersymmetrishen Gruppe S16 l�a�t sih mit dem vergleihsweise gro�en Wert n = 15 der L�angeder Hauptreihe begr�unden. Das Vorliegen vieler kleiner Primteiler der Gruppenordnung wirktsih negativ auf das tats�ahlihe Laufzeitverhalten des BC-Algorithmus aus.G jGj n h d1(G) SB (byte) SB=d1(G) t (ms) t=d1(G)Lib1024(1) 1024 10 175 288 23028 80.0 4 0.0139Lib2187(1) 2187 7 155 351 22612 64.4 3 0.0086Lib7560(1) 7560 8 2295 4050 434272 107.0 111 0.0274Lib7560(54) 7560 8 945 2016 58084 28.8 10 0.0050Lib7776(1) 7776 10 333 1152 42936 37.3 15 0.0130Lib15625(35) 15625 6 265 1225 32396 26.4 8 0.0065Lib16000(1) 16000 10 424 2112 100408 47.5 67 0.0317Lib22287(1) 22287 4 22287 22287 1304644 58.5 96 0.0043Lib23940(1) 23940 7 3990 6840 483464 70.7 116 0.0170Syl2(S16) 32768 15 230 2064 134760 65.3 144 0.0698Lib42875(1) 42875 6 1595 4095 223812 54.7 35 0.0086Lib179894(3) 179894 5 179894 179894 7441040 41.4 253 0.0014Tabelle 3.4: SB und Laufzeiten f�ur vershiedene Gruppen.



3.5. ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICK 293.4.4 Testalgorithmen zur ImplementierungUm die Ergebnisse der Implementierung des BC-Algorithmus zu veri�zieren, wurden dieseweiteren Tests unterzogen. Auf diese Weise konnten Fehler in der Implementierung gefun-den und behoben werden. Die jetzige Implementierung liefert (durh diese Testalgorithmen)nahweisbar f�ur alle p-Pr�asentationen der Bibliothek korrekte Ausgabedaten. Im einzelnenwurden die folgenden Tests durhgef�uhrt:(1) Jede Darstellung D 2 Irr(G;T ) ist durh ihre darstellenden Matrizen D(g1); : : : ;D(gn)gegeben, die auh die Ausgabedaten des BC-Algorithmus ausmahen. Diese Matri-zen m�ussen dieselben Potenz- und Kommutatorrelationen erf�ullen wie die Erzeugerg1; : : : ; gn. Die durh die Implementierung berehneten darstellenden Matrizen wurdenim Hinblik auf diese Relationen getestet, so da� damit nahgewiesen wurde, da� diesetats�ahlih Darstellungen von G de�nieren.(2) Es gilt PD2Irr(G;T ) deg(D)2 = jGj. Diese Bedingung wurde f�ur die Dimensionen derdarstellenden Matrizen �uberpr�uft.(3) Nah dem Satz 2.2.1 (Wedderburn) ist �D2Irr(G;T )D ein Isomorphismus von CG in eineAlgebra von Blokdiagonalmatrizen. Die direkte Summe der durh die Implementierungberehneten Darstellungen wurde auf ihre Invertierbarkeit hin getestet. Hierzu wurdendie in Kapitel 5 beshriebenen shnellen Fouriertransformationen verwendet.Man kann zeigen, da� die in (1),(2) und (3) formulierten notwendigen Bedingungen f�ur dieRihtigkeit der berehneten darstellenden Matrizen auh hinreihend sind. Aufgrund dieserTests konnte die Korrektheit der Implementierung des BC-Algorithmus auf der Testmengeder p-Pr�asentationen unserer Bibliothek nahgewiesen werden.3.5 Zusammenfassung und Ausblik3.5.1 Zerf�allungsk�orperIn diesem Kapitel wurde der BC-Algorithmus besprohen, der f�ur jede endlihe �uberau�osba-re p-pr�asentierte Gruppe G eine Transversale an paarweise in�aquivalenten irreduziblen e-monomialen Darstellungen von G �uber dem K�orper C berehnet. Wie shon in [15℄, S. 124,angemerkt, ist es dabei niht notwendig, �uber C zu arbeiten. Es sei e der Exponent von G.Nah einem klassishen Resultat von Brauer ist jeder K�orper K , der eine primitive e-te Ein-heitswurzel enth�alt, ein Zerf�allungsk�orper von G (d. h. der Gruppenring K [G℄ ist eine direkteSumme von vollen Matrixringen �uber K , siehe [35℄, S.520 �.). Die durh den BC-Algorith-mus berehneten Exponenten in Ze k�onnen dann als Exponenten dieser Einheitswurzel inK aufgefa�t werden. Damit ist der BC-Algorithmus eine universelle Konstruktion �uber allenK�orpern mit einer primitiven e-ten Einheitswurzel.



30 KAPITEL 3. DFT-GENERIERUNG �UBERAUFL �OSBARER GRUPPEN3.5.2 Abh�angigkeiten von der HauptreiheF�ur die Komplexit�at des BC-Algorithmus und den Speiherplatzbedarf der DFT-Datenstruk-tur k�onnen mit O(jGj log2 jGj) bzw. O(jGj) obere Shranken angegeben werden, die nur vonder Gruppenordnung, also einer Gruppeninvarianten, abh�angen. Diese oberen Shranken sindim allgemeinen sehr grob und werden nur f�ur abelshe Gruppen angenommen. Wie sih shonmehrfah in diesem Kapitel angedeutet hat, h�angt die Laufzeit und der Speiherplatzbe-darf viel mehr von der Struktur des Charaktergraphen ab, der durh die Hauptreihe T be-stimmt ist. F�ur eine feste Gruppe G gibt es im allgemeinen viele M�oglihkeiten zur Wahl einerHauptreihe, die zu vershiedenen Charaktergraphen von G f�uhren k�onnen. In Abbildung 3.1sind z. B. zwei Charaktergraphen zu C2�C5 angegeben, deren Knotenzahl � sih untershei-den. Es w�are daher interessant, die folgenden Fragestellungen weiter zu untersuhen:(1) Wie sieht ein geeignetes Komplexit�atsma� f�ur eine Hauptreihe T aus? Dieses Komple-xit�atsma� sollte die Anzahl der Knoten � zum zugeh�origen Charaktergraphen und dieGrade der zu diesen Knoten geh�origen Darstellungen ber�uksihtigen.(2) Es sollte eine Analyse des BC-Algorithmus und der DFT-Datenstruktur bez�uglihdieses Komplexit�atsma�es durhgef�uhrt werden. Obere Shranken bez. dieses Komple-xit�atsma�es reektieren wesentlih besser das tats�ahlihe Laufzeitverhalten.(3) Folgende Fragestellung ist wesentlih shwieriger: Wie kann man f�ur eine feste GruppeGeine Hauptreihe T �nden, bei der die Anzahl der ben�otigten Operationen und der Spei-herplatzbedarf zur Berehnung der DFT minimal unter allen m�oglihen Hauptreihenvon G sind?Die Anzahl der Knoten � und die Grade der zugeh�origen Darstellungen sind niht der einzigeinteressante Aspekt bei der Wahl der Hauptreihe. Die durh den BC-Algorithmus bereh-neten Matrixdarstellungen sind e-monomial, d. h. insbesondere sind alle Matrixeintr�age e-teEinheitswurzeln, wobei e den Exponenten der Gruppe G bezeihnet. Diese Aussage ist un-abh�angig von der Wahl der Hauptreihe T von G. Im allgemeinen sind die Matrixeintr�age sogarf -te Einheitswurzeln, wobei f 2 N ein Teiler von e ist. Die kleinste solhe Zahl f , f�ur diealle Eintr�age der Matrixdarstellungen der DFT f -te Einheitswurzeln sind, ist von der Wahlder Hauptreihe T abh�angig. Wir nennen diese Zahl im folgenden Exponenten der HauptreiheT und bezeihnen sie mit e(T ). Es gilt also e(T ) j e. Wie shon in (5) der abshlie�endenBemerkung von Abshnitt 3.1 erw�ahnt wurde, wird die Zahl e(T ) w�ahrend der Laufzeit desBC-Algorithmus konstruiert. Aus der Konstruktion folgt e(Ti) 2 fe(Ti�1); pi � e(Ti)g. (Mitden Bezeihnungen von [15℄, S. 119, gilt, da� der zweite Fall genau dann eintritt, wenn dieGleihung pi �Xpi = F (gpi ) �uber den e(Ti�1)-ten Einheitswurzeln niht l�osbar ist.)Clausen und Baum geben f�ur den Fall e 6= e(T ) shon auf dem Titelbild ihres Buhes [15℄folgendes Beispiel: Es bezeihne D4 die Diedergruppe der Ordnung 8, die als Symmetriegrup-pe eines Quadrats durh die Spieglung S, die 90Æ-Drehung D90 und die 180Æ-Drehung D180erzeugt wird (siehe Abbildung 3.4). Auf der rehten Seite dieser Abbildung �ndet man denUntergruppenverband der D4, wobei Normalteiler den Quadraten und die �ubrigen Unter-gruppen den Kreisen entsprehen. Durh waagrehte Kanten verbundene Untergruppen sindzueinander konjugiert.
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Abbildung 3.4: Diedergruppe D4 der Ordnung 8 mit Untergruppenverband.F�ur D4 lassen sih die durh die folgenden p-Pr�asentationen de�nierten Hauptreihen T1 undT2 angeben:T1 : hg1 = D180; g2 = D90; g3 = S j g21 = 1; g22 = g2; g23 = 1; [g2; g3℄ = g1i;T2 : hg1 = D180; g2 = S; g3 = D90 j g21 = 1; g22 = 1; g23 = g1; [g2; g3℄ = g1i:Diese Hauptreihen de�nieren die in Abbildung 3.5 dargestellten Charaktergraphen, derenStruktur �ubereinstimmt. An den Knoten sind jeweils die Werte der eindimensionalen Dar-stellungen an den entsprehenden Erzeugern dieser Stufe angegeben. Die zweidimensionalenDarstellungen D1 bzw. D2, die bez�uglih T1 bzw. T2 ausgerehnet wurden, sehen wie folgtaus: D1(g1) = � �1 00 �1 � ; D1(g2) = � i 00 �i � ; D1(g3) = � 0 11 0 � ;D2(g1) = � �1 00 �1 � ; D2(g2) = � 1 00 �1 � ; D2(g3) = � 0 �11 0 � :Damit gilt also e(T1) = e = 4 und e(T2) = 2.
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Abbildung 3.5: Charaktergraphen f�ur die zwei Hauptreihen T1 und T2 von D4.Eine weitere interessante Fragestellung ist, wie f�ur eine feste Gruppe G die Hauptreihe Tgefunden werden kann, deren Exponent e(T ) minimal unter allen m�oglihen Hauptreihenist. Dies kann im Hinblik auf eine eÆziente Speiherung (je kleiner e(T ), desto kleiner dieabzuspeihernden Exponenten f�ur die Matrixeintr�age der DFT) und im Hinblik auf einenumerish stabile Auswertung der DFT (siehe Abshitt 5.5.2 und Tabelle 5.8) von Interessesein.



32 KAPITEL 3. DFT-GENERIERUNG �UBERAUFL �OSBARER GRUPPEN3.5.3 Inkonsistente Pr�asentationenWir wollen abshlie�end noh einmal auf die Eingabedaten des BC-Algorithmus zu spre-hen kommen, die aus den in Abshnitt 2.3 beshriebenen p-Pr�asentationen endliher �uber-au�osbarer Gruppen bestehen. Die vorausgesetzte Konsistenz dieser Pr�asentationen ist dabeiganz entsheidend f�ur den BC-Algorithmus. Wir formalisieren unser Problem. Wir bezeihnenim folgenden ein Tupel der Form�n 2 N; (pi 2 N)1�i�n ; (ui 2 Gi�1)1�i�n; (wij 2 Gj�1)1�i<j�n�; (3.14)mit Primzahlen pi und in Normalform gegebenen W�ortern ui und wij (siehe (2.8)) kurz alsp-Daten. Solhe p-Daten de�nieren durhG := hg1; : : : ; gn j gpii = ui (1 � i � n); [gi; gj ℄ = wij (1 � i < j � n)i; (3.15)immer eine au�osbare Gruppe, deren Ordnung jGj ein Teiler der Zahl N := p1 � : : : � pn ist.Gilt zus�atzlih wij 2 Gi, so ist G immer �uberau�osbar. Wir nennen daher solhe p-Datenauh �uberau�osbar. Die p-Daten de�nieren genau dann eine konsistente p-Pr�asentation f�urG, falls jGj = N gilt (siehe [55℄). In diesem Fall sprehen wir dann auh von konsistentenp-Daten. Zum Beispiel ist die durhG := hg1; g2 j g31 = 1; g22 = g1; [g1; g2℄ = g1i; (3.16)de�nierte Gruppe isomorph zur zyklishen Gruppe C2 (es l�a�t sih die Relation g1 = 1ableiten). Die zugeh�origen p-Daten sind damit - im Gegensatz zu denen in (3.9) - nihtkonsistent. Die Erzeugung konsistenter Pr�asentationen ist aus Siht der Komplexit�atstheorieein shwieriges Problem. F�ur weitere Referenzen hierzu verweisen wir auf [11℄, S. 35.Allgemein �ublihe Verfahren zum Test auf Konsistenz und zur Konstruktion von konsistentenPr�asentationen beruhen auf dem Knuth-Bendix Verfahren [37℄. F�ur den Spezialfall polyzyk-lisher Gruppen lassen sih diese Verfahren vereinfahen (siehe [55℄, Kapitel 9).Der BC-Algorithmus wurde durh Hinzuf�ugen einiger kleiner Routinen erweitert, so da� erbei Eingabe von �uberau�osbaren p-Daten genau dann eine DFT von G konstruiert, wenn diep-Daten konsistent sind. Im Fall von niht-konsistenten Daten briht der Algorithmus ab undgibt eine Fehlermeldung aus. Eine interessante Aufgabenstellung ist es nun, einen eÆzienten,auf DFT-Methoden basierenden Algorithmus zu entwerfen, der aus beliebigen p-Daten kon-sistente p-Pr�asentationen konstruiert. Im Spezialfall von p-Daten k�onnten DFT-MethodeneÆzienter sein als die Vervollst�andigungsmethode des Knuth-Bendix-Verfahrens, und sie er-lauben m�ogliherweise explizite obere Shranken f�ur die Zahl der ben�otigten arithmetishenOperationen.



Kapitel 4DFT-basierte Wortnormalisierung
Wie bereits erw�ahnt, kann jedes Element a einer p-pr�asentierten �uberau�osbaren Gruppe Gin Normalform a = g� := g�nn � g�n�1n�1 � : : : � g�11ausgedr�ukt werden. Sind zwei Elemente a = g� und b = g� in Normalform gegeben, sobesteht das Problem der Wortnormalisierung darin, die eindeutig bestimmte Normalform f�urdas Produkt g� � g� = gzu bestimmen. Klassishe Tehniken f�ur die L�osung des Normalformenproblems beruhen aufvershiedenen "Colletion\-Verfahren (siehe z. B. [55℄) oder auf Hall-Polynomen in Verbindungmit Interpolationstehniken (siehe z. B. [56℄). Unseres Wissens gibt es kein "bestes\ Verfahren,welhes allen anderen Verfahren �uberlegen w�are. In diesem Kapitel stellen wir als Alternati-ve ein DFT-basiertes Verfahren zur Wortnormalisierung vor. Abk�urzend bezeihnen wir denentsprehenden Algorithmus als WN-Algorithmus, der in den ersten beiden Abshnitten an-gegeben und analysiert wird. Der WN-Algorithmus wurde implementiert und getestet. DieVersuhsergebnisse sind in Abshnitt 4.3 zusammengefa�t. In Abshnitt 4.4 wird eine Br�ukezur algorithmishen algebraishen Geometrie geshlagen. Wir zeigen, wie sih der WN-Algo-rithmus f�ur die multivariate Polynomdivision bez. Gitterideale mit endlihem Index einsetzenl�a�t und verallgemeinern diese Ideen in Abshnitt 4.5 auf den Fall niht-kommutativer Poly-nomringe.4.1 WN-AlgorithmusVor einer detaillierten Beshreibung des WN-Algorithmus wollen wir kurz auf die Hauptideeeingehen. Wie oben seien a und b Elemente einer �uberau�osbaren p-pr�asentierten GruppeG mit den �ublihen Bezeihnungen. In einer Vorverarbeitungsphase wird eine e-monomialeDFT von G berehnet, die wir mit D bezeihnen. Anstelle a und b direkt (im "Zeitbereih\)zu multiplizieren, berehnen wir zuerst die Fouriertransformationen D(a) und D(b) (Trans-formation in den "Spektralbereih\). Im neuen Transformationsbereih hat man es nun mitMultiplikationen von Matrizen sehr einfaher Struktur zu tun. Da D(a) �D(b) = D(ab) gilt,33



34 KAPITEL 4. DFT-BASIERTE WORTNORMALISIERUNGkann nun die Normalform f�ur ab aus D(ab) extrahiert werden. Dies entspriht der inversenFouriertransformation und kann in unserem Fall sehr eÆzient berehnet werden.Wir wollen im folgenden das Problem der Wortnormalisierung allgemeiner betrahten. Essei an dieser Stelle an die in Bemerkung 2.3.1 getro�enen Konventionen erinnert. Sei w einbeliebiges Wort in den Erzeugern g1; : : : ; gn gegeben durhw = g'(1)  (1) � g'(2)  (2) � : : : � g'(L)  (L) (4.1)mit einem L 2 N und zwei Funktionen ' : f1; : : : ; Lg ! f1; : : : ; ng und  : f1; : : : ; Lg !Z n f0g. Durh Zusammenfassen von Exponenten kann '(`) 6= '(` + 1) f�ur 1 � ` < Langenommen werden. Sind dar�uber hinaus die Exponenten exp(Gi) der Untergruppen Gibekannt, so kann  (`) durh  (`)mod exp(G'(`)) , 1 � ` � L, ersetzt werden. Wir de�nierendie Komplexit�at C(w) des Wortes w durhC(w) := L+ LX̀=1blog(j (`)j); (4.2)welhes gerade die Summe der L�ange L und der Bin�arl�angen blog(j (`)j) der Exponenten (`) ist. Diese De�nition wird dadurh gerehtfertigt, da� in den sp�ateren Berehnungen imFall der Potenzen g'(`)  (`) die bin�aren Methode verwendet werden kann. Das Problem derWortnormalisierung besteht nun darin, die eindeutig bestimmte Normalformgenn � : : : � ge11 � w (4.3)zu berehnen, also die Exponenten 0 � ek < pk f�ur k = 1; : : : ; n.Beispiel 4.1.1 Sei G := S3 ' hg1; g2 j g31 = 1; g22 = 1; [g1; g2℄ = g1i die symmetrishe Gruppemit den Bezeihnungen von Abshnitt 3.3.1. Durhw := g1 � g22 � g31 � g42 � g51 � g2 � g21 � g32 � g41 � g52ist ein Wort in den Erzeugern g1 und g2 der L�ange L = 10 und der Komplexit�at C(w) = 22de�niert. Allein aus der Kenntnis der Exponenten exp(G1) = 3 und exp(G) = 6 l�a�t sihunter Verwendung der dadurh implizierten Relationen g31 = 1 und g62 = 1 das Wort w zug2 � g21 � g32 � g1 � g52 � wvereinfahen. Unter Verwendung der p-Relationen erh�ahlt man shlie�lih die Normalformg2 � g1 � w;es gilt also mit den obigen Bezeihnungen e1 = 1 und e2 = 1. �Wir verwenden im folgenden dieselben Bezeihnungen wie in Kapitel 3. Es seien also G eineendlihe �uberau�osbare p-pr�asentierte Gruppe und Irr(Gi;Ti), i = 1; : : : ; n, TransversalenTi-angepa�ter e-monomialer irreduzibler Darstellungen. In einer Vorverarbeitungsphase, dieunabh�angig vom Problem der Wortnormalisierung ist, wird durh den BC-Algorithmus ei-ne T -adaptierte DFT von G berehnet, die in Form der DFT-Datenstruktur gespeihert



4.1. WN-ALGORITHMUS 35wird. Dar�uber hinaus werden alle Matrizen der DFT-Datenstruktur invertiert und abge-speihert. Insgesamt ben�otigt die Vorverarbeitungsphase eine Laufzeit der Gr�o�enordnungO(jGj log2(jGj)) und einen Speiherplatzbedarf von O(jGj) ganzen Zahlen und Zeigern (32-Bit-W�ortern).Zur Illustration der Idee des WN-Algorithmus erkl�aren wir zuerst, wie der Koe�zient envon w bestimmt werden kann. Es sei Dn�1;0 2 Irr(Gn�1;Tn�1) die triviale Darstellung, dannhat Dn�1;0 genau p = pn eindimensionale Erweiterungen, die wir mit Dn;0; : : : ;Dn;p�1 2Irr(Gn;Tn) bezeihnen. Dabei sei die Numerierung so gew�ahlt, da� Dn;k(gn) = %k f�ur k =0; : : : ; p� 1 gelte, wobei % := !e=p eine primitive p-te Einheitswurzel ist (siehe Abshnitt 2.4).Aus der AuswertungDn;1(w) = Dn;1(g'(1)) (1) � Dn;1(g'(2)) (2) � : : : � Dn;1(g'(L)) (L)= Y`;'(`)=nDn;1(gn) (`) = %(P`;'(`)=n  (`))mod pkann unmittelbar der Exponenten = �P`;'(`)=n  (`)� mod pabgelesen werden, wobei benutzt wurde, da� Dn;1(gk) f�ur 1 � k � n � 1 trivial ist. Wirwissen nun, da� wn�1 := g�enn w ein Element in Gn�1 ist. Allerdings ist wn�1 im allgemeinenkein Wort in den Erzeugern g1; : : : ; gn�1, so da� niht einfah auf dieselbe Weise induktivvorgegangen werden kann.Der Fall i = n stellt den Anfang des iterativen WN-Algorithmus dar. Es seien bereits dieExponenten en; : : : ; ei+1, i � 1 bestimmt, dann ist nun der Exponent ei zu bestimmen. SeiDi;1 2 Irr(Gi;Ti), analog zu Dn;1 wie oben im Fall i = n, die Erweiterung der trivialenDarstellung Di�1;0 2 Irr(Gi�1;Ti�1) mit Di;1(gi) = %, wobei % := !e=pi eine primitive pi-teEinheitswurzel ist. Wir wollen nun Di;1 auf wi auswerten mitwi := g�ei+1i+1 � : : : � g�enn w 2 Gi: (4.4)Da wi zwar in Gi liegt, aber im allgemeinen ein Wort in den Erzeugern g1; : : : ; gn ist, kannDi;1(wi) niht direkt berehnet werden. Der Trik besteht nun darin, eine Darstellung D 2Irr(Gn;Tn) zu verwenden, deren Einshr�ankung auf Gi die Darstellung Di;1 enth�alt, alsohD;Di;1i � 1 gilt. Ein solhes D kann unmittelbar aus dem T -Charaktergraphen abgelesenwerden, der Teil der DFT-Datenstruktur ist. Aus Satz 2.1.2 (Cli�ord) folgt sofort, da� D # Gidie direkte Summe eindimensionaler Darstellungen ist, wobei Di;1 mindestens einmal unterden Summanden vorkommt. Wir numerieren die Summanden von 1 bis deg(D) und nehmenan, da� Di;1 der m-te Summand von D # Gi f�ur ein 1 � m � deg(D) ist. Dann erh�alt manden Exponenten ei auf die folgende Weise.� Berehne D(wi) = D(gi+1)�ei+1 � : : : �D(gn)�en �D(g'(1)) (1) � : : : �D(g'(L)) (L).� Wegen wi 2 Gi ist dies eine Diagonalmatrix, deren m-ter Eintrag Di;1(wi) ist.� Analog zum Fall i = n ist Di;1(wi) eine Potenz der pi-ten Einheitswurzel %, derenExponent der gesuhte Wert ei ist.



36 KAPITEL 4. DFT-BASIERTE WORTNORMALISIERUNGIn Abbildung 4.1 sind am Beispiel der Gruppe G128 die Darstellungen Di;1 durh einen Kreisund die entsprehenden Erweiterungen D auf Stufe n = 7 durh ein Quadrat gekennzeihnet.Zum Beispiel gilt f�ur D = D7;11, da� D#G2 gleih der 4-fahen direkten Summe von D2;1 ist.Damit ist jeder niht-triviale Eintrag von D(wi) gleih D2;1(wi).
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Abbildung 4.1: WN-Algorithmus am Beispiel von G128.Die Berehnung von Di;1(wi) kann sehr eÆzient durhgef�uhrt werden, da� D eine e-monomiale Darstellung ist,� nur der m-te Eintrag von D(wi) berehnet werden mu�,� D # Gi�1 trivial ist und� anstelle D(gj), i � j < n, die Einshr�ankung D#Gj(gj) betrahtet werden kann (wasauh konform zur DFT-Datenstruktur ist). Zum Beispiel kann die Berehnung des drit-ten Eintrages von D7;11(g5) von Abbildung 4.1 auf die Berehnung des ersten Eintragesvon D5;9(g5) zur�ukgef�uhrt werden.Wir vershieben die Analyse und weitere Details des WN-Algorithmus auf den Abshnitt 4.2und formulieren das Hauptergebnis.Satz 4.1.2 Sei G eine endlihe p-pr�asentierte �uberau�osbare Gruppe mit KompositionsreiheT der L�ange n, Exponent e und maximalem Primfaktor pmax. Weiterhin sei die DFT-Daten-struktur von G und deren inversen Matrizen gegeben (O(jGj) Speiherplatz). Sei dmax :=maxD2Irr(G;T )(deg(D)) und A(w) die Anzahl der Additionen in Ze, die zur Berehnung derNormalform eines Wortes w der Komplexit�at C(w) mit dem WN-Algorithmus ben�otigt wer-den. Dann gelten die folgenden oberen Shranken:A(w) � 2n � LX̀=1 j (`)j + n2(pmax � 1)



4.2. ANALYSE DES WN-ALGORITHMUS 37und die im allgemeinen bessere obere ShrankeA(w) � 2n � C(w) + n2 � log(pmax) + n2 �min(pmax; dmax) + 2n � ( LX̀=1 min(j (`)j; dmax)):F�ur einen Beweis des Satzes und eine weitere Diskussion hinsihtlih Komplexit�atsfragenverweisen wir auf den n�ahsten Abshnitt. Es sei bemerkt, da� f�ur die meisten Gruppen dieseoberen Shranken sehr grob sind. F�ur viele Gruppen sind z. B. der maximale Primfaktorpmax und der maximale Grad dmax vernahl�assigbar klein im Verh�altnis zu jGj und C(w). Indiesem Fall ist die Laufzeit im wesentlihen linear in der Komplexit�at C(w) und der L�ange nder Kompositionsreihe T . Als Spezialfall von Satz 4.1.2 ergibt sih das folgende Korollar.Korollar 4.1.3 Sei G eine p-pr�asentierte p-Gruppe der Ordnung pn mit den Voraussetzun-gen von Satz 4.1.2. Dann gilt:(1) Die Normalform des Produkts von zwei W�ortern in Normalform von G kann mit 5 �p �n2Additionen in Ze berehnet werden.(2) Die Normalform der Inversen eines in Normalform gegebenen Gruppenelements in Gkann mit 3 � p � n2 Additionen in Ze bestimmt werden.Beweis: Sind a; b W�orter in Normalform von G, so k�onnen alle Exponenten von w = a � bdurh (p�1) und L durh 2�n abgesh�atzt werden. Damit folgt die Behauptung (1) unmittelbaraus der ersten Absh�atzung von Satz 4.1.2. Ist g = genn � : : : � ge11 in Normalform gegeben, sogilt f�ur die Inverse g�1 = g�e11 � : : : � g�enn . Normalisierung dieses Wortes kann nah der erstenAbsh�atzung von Satz 4.1.2 mit dem in (2) behaupteten Aufwand durhgef�uhrt werden. �Nat�urlih kann der WN-Algorithmus weiter verbessert und verallgemeinert werden. Zumeinen werden niht alle irreduziblen Darstellungen von Irr(G;T ) verwendet, so da� man sihin der Vorverarbeitungsphase auf die Berehnung der Darstellungen, die f�ur die Normalisie-rung notwendig sind, beshr�anken kann. Zum anderen k�onnen mit derselben Idee W�orternormalisiert werden, die in einer wesentlih komplexeren Form gegeben sind, z. B. Ausdr�ukein den Erzeugern, die durh ein Straight-Line-Programm beshrieben werden k�onnen.4.2 Analyse des WN-AlgorithmusIn diesem Abshnitt analysieren wir den WN-Algorithmus und beweisen Satz 4.1.2. ZurVorbereitung untersuhen wir, wie man shnell einzelne Eintr�age e-monomialer Matrizen be-rehnen kann. Bei unserer Analyse betrahten wir nur Additionen in Ze, da sih diese als diewesentlihen Operationen herausstellen (siehe auh Bemerkung 4.2.4).Lemma 4.2.1 Sei A = � diag(!a1 ; : : : ; !aN ) 2 GL(N; C ) eine e-monomiale Matrix der Di-mension N 2 N, wobei die Permutation � 2 SN als Permutationsmatrix interpretiert wird,



38 KAPITEL 4. DFT-BASIERTE WORTNORMALISIERUNGdie in der m-ten Spalte an Position �(m) eine Eins stehen hat. Dar�uber hinaus de�nierenwir Am := (�(m); am). Sei B = � diag(!b1 ; : : : ; !bN ) analog de�niert, dann gilt:(A�1)m = (��1(m); (�a(��1(m))mod e);(AB)m = (�(�(m)); (a�(m) + bm)mod e);(Ar)m = (�r(m); (a�r�1(m) + : : :+ a�(m) + am)mod e):Ein Beweis dieser Gleihungen ergibt sih durh einfahes Nahrehnen. Die Formel f�ur denm-ten Eintrag des Produkts zweier Matrizen l�a�t sih leiht auf L Matrizen f�ur beliebigesL 2 N verallgemeinern. Nah der Formel von Lemma 4.2.1 ist es in Hinblik auf die Permuta-tionen eÆzienter, die Multiplikation von rehts nah links durhzuf�uhren. Es gilt das folgendeLemma.Lemma 4.2.2 Seien A1; : : : ; AL 2 GL(N; C ) e-monomiale Matrizen und sei m 2 f1; : : : ; Ng.Dann l�a�t sih (A1 � : : : � AL�1 � AL)m mit L� 1 Additionen in Ze bestimmen.Das n�ahste Lemma besagt, wie man f�ur gro�e r� N mit Hilfe der bin�aren Methode eÆzientden Eintrag (Ar)m berehnen kann.Lemma 4.2.3 Sei A = � diag(!a1 ; : : : ; !aN ) wie in Lemma 4.2.1 und r 2 N. Es liege m 2f1; : : : ; Ng in einem Zykel der L�ange M , 1 �M � N , von �. Dann kann (Ar)m mit maximalr � 1 und f�ur r �M mit maximal 2blog(r div M)+M Additionen in Ze berehnet werden.Beweis: O�ensihtlih kann die Summe (a�r�1(m) + : : :+ a�(m) + am)mod e mit r� 1 Addi-tionen in Ze berehnet werden, und die Shranke r � 1 zur Berehnung von (Ar)m ist trivial(siehe auh Lemma 4.2.2). F�ur r � M l�a�t sih (Ar)m folgenderma�en berehnen: Es seis := r divM und t := rmodM .(i) Berehne 1 := ((a�t�1(m)+ : : :+a�(m)+am)mod e) und 2 := ((a�M�1(m)+ : : :+a�(m)+am)mod e) mit M � 1 Additionen in Ze.(ii) Berehne 3 := ((2+ 2+ : : :+ 2)mod e) (insgesamt s Summanden) unter Verwendungder bin�aren Methode mit maximal 2blog s Additionen in Ze.(iii) Berehne (Ar)m = ((1 + 3)mod e) mit einer weiteren Addition in Ze.Daraus folgt unmittelbar die Behauptung. In (ii) k�onnte man nat�urlih 3 = ((s � 2)mod e)durh eine Multiplikation in Ze berehnen. Diese wurde jedoh aus den in Bemerkung 4.2.4angef�uhrten Gr�unden auf Additionen in Ze zur�ukgef�uhrt. �Wir kommen nun zur eigentlihen Analyse des WN-Algorithmus. Mit den Bezeihnungen ausAbshnitt 4.1 mu� im i-ten Shritt, 1 � i � n, des WN-Algorithmus der m-te Eintrag desProduktes D(wi) = D(gi+1)�ei+1 � : : : �D(gn)�en �D(g'(1)) (1) � : : : �D(g'(L)) (L) (4.5)berehnet werden, wobei nur die Daten der Vorverarbeitungsphase, also die DFT-Datenstruk-tur von G und deren inverse Matrizen, zur Verf�ugung stehen.



4.2. ANALYSE DES WN-ALGORITHMUS 39� Da D # Gi�1 trivial ist, verursahen Faktoren der Form D(gj)r, r 2 Z, 1 � j < i, keineKosten.� Die Matrizen D(gj), i � j < n, sind in der DFT-Datenstruktur niht unmittel-bar gegeben. D(gj) ist eine Blok-Diagonalmatrix mit Bl�oken F (gj) f�ur geeigneteF 2 Irr(Gj;Tj), wobei die Matrizen F (gj) in der DFT-Datenstruktur bis auf einenkonstanten Faktor  2 C (einer e-ten Einheitswurzel, siehe Abshnitt 3.2) gegeben sind.Die Berehnung eines niht-trivialen Eintrags eines Faktors der Form D(gj)r, r 2 N,i � j < n, kann ohne Zusatzkosten auf die Berehnung eines niht-trivialen Eintragesvon F (gj) f�ur ein geeignetes F 2 Irr(Gj;Tj) zur�ukgef�uhrt werden. (Das geeignete Fkann aus dem T -Charaktergraphen abgelesen werde, welher Bestandteil der DFT-Da-tenstruktur ist. Siehe auh Abbildung 4.1.) Aus Lemma 4.2.3 unter Ber�uksihtigungdes zus�atzlihen Faktors  folgt, da� ein niht-trivialer Eintrag von D(gj)r mitmin (2r � 1; 2blog(r div M)+min(2r � 1; 2M � 1)) (4.6)Additionen in Ze mit einem M � deg(F ) berehnet werden kann.� F�ur Faktoren der Form D(gj)r mit negativem r 2 Z<0, werden die inversen Matrizen,die in der Vorverarbeitungsphase berehnet wurden, verwendet. Dabei kann man wieim vorherigen Punkt verfahren.Wir beweisen zun�ahst die erste Shranke f�ur A(w) von Satz 4.1.2. Bezeihne A(i) die Anzahlder Additionen in Ze zur Berehnung von D(wi)m im i-ten Shritt. Das Produkt in (4.5) hatn� i+ L Faktoren. Aus Lemma 4.2.2 und der ersten Shranke in (4.6) ergibt sih damit diefolgende Absh�atzung:A(i) � n� i+ L� 1 + nX`=i+1(2e` � 1) + LX̀=1(2j (`)j � 1):Summation �uber alle Shritte i = 1; : : : ; n ergibt dann eine obere Shranke f�ur die AnzahlA(w) der Additionen in Ze, die der WN-Algorithmus ben�otigt. Mit pmax := max1�i�n(pi)und e` � pmax � 1 folgt:A(w) = nXi=1 A(i)� �n2�+ n � L� n+�n2�(2(pmax � 1)� 1) + n � LX̀=1(2j (`)j � 1)� 2n � LX̀=1 j (`)j + n2(pmax � 1): (4.7)



40 KAPITEL 4. DFT-BASIERTE WORTNORMALISIERUNGWir kommen nun zum Beweis der zweiten Shranke f�ur A(w) von Satz 4.1.2. Hierf�ur ver-wenden wir Lemma 4.2.2 und die zweite Shranke in (4.6). Dort sh�atzen wir zus�atzlih alleZykell�angen M durh dmax := maxD2Irr(G;T )(deg(D)) und log(jrjdivM) durh log jrj ab:A(i) � n� i+ L� 1 + nX`=i+1 (2blog e`+min(2e` � 1; 2dmax � 1))+ LX̀=1 (2blog j (`)j+min(2j (`)j � 1; 2dmax � 1)):Sh�atzen wir wieder e` � pmax � 1 ab und benutzen die De�nition (4.2) f�ur die Komplexit�atC(w) des Wortes w, also PL̀=1blog(j (`)j) = C(w)� L, dann folgtA(i) � n� i+ L� 1 + nX`=i+1 (2blog pmax � 1+min(2pmax � 3; 2dmax � 1))+2 � C(w)� 2 � L+ LX̀=1 (min(2j (`)j � 1; 2dmax � 1))� n� i+ L� 1 + 2 � (n� i) (blog pmax � 1+min(pmax � 1; dmax))� (n� i)+2 � C(w)� 2 � L+ 2 � LX̀=1 (min(j (`)j; dmax))� 2 � (n� i)( log(pmax � 1) + min(pmax � 1; dmax))+ 2 � C(w)� L+ 2 � LX̀=1min(j (`)j; dmax):Damit ergibt sih f�ur den Gesamtaufwand A(w) folgende Absh�atzung:A(w) = nXi=1 A(i)� 2 ��n2� � ( log(pmax � 1) + min(pmax � 1; dmax))+ 2n � C(w)� n � L+ 2n � LX̀=1 min(j (`)j; dmax)� 2n � C(w) + n2 � log(pmax) + n2 �min(pmax; dmax) (4.8)+ 2n � ( LX̀=1 min(j (`)j; dmax)):Mit (4.7) und (4.8) ist die Behauptung von Satz 4.1.2 vollst�andig bewiesen.



4.3. IMPLEMENTIERUNG UND LAUFZEITEN 41Bemerkung 4.2.4 Beim WN-Algorithmus treten neben den Additionen in Ze weitere Ope-rationen auf, die in unserer Komplexit�atsanalyse niht ber�uksihtigt wurden.(1) Es m�ussen u. a. Werte von Produkten, Inversen und Potenzen von Permutationen derForm �(�(m)), ��1(m) oder �r(m) bestimmt werden. Dies geshieht durh wiederholte"Table-Look-Ups\ (TLUs) in den durh die DFT-Datenstruktur gegebenen Daten. Mankann analog zur durhgef�uhrten Analyse zeigen, da� die Gesamtzahl aller TLUs imWN-Algorithmus dieselbe Gr�o�enordnung haben wie die Anzahl der Additionen in Ze. Dajedoh TLUs wesentlih billiger sind als Additionen in Ze, wirken sih diese auf dieLaufzeit des WN-Algorithmus praktish niht aus.(2) �Ahnlihes kann �uber andere Hilfsoperationen gesagt werden, die im WN-Algorithmusauftreten. Z. B. m�ussen Divisionen mit Rest durhgef�uhrt werden, um die Indizes m derEintr�age von darstellenden Matrizen zu berehnen. Solhe Operationen liegen in derBitkomplexit�at bei einer Gr�o�enordnung wie bei der f�ur die Anzahl der Additionen inZe, und man kann sie daher ebenfalls vernahl�assigen.(3) Es soll betont werden, da� beim WN-Algorithmus nur Additionen aber keine Multi-plikationen in Ze verwendet werden (siehe z. B. Beweis von Lemma 4.2.3). Der Grundhierf�ur liegt darin, da� bei Multiplikationen modulo e die Zwishenergebisse nur mitder oberen Shranke e2 abgesh�atzt werden k�onnen. Beim Rehnen mit 32-Bit-W�orternkann es shon f�ur Gruppenordnungen der Gr�o�e jGj > 216 zu �Uberl�aufen kommen. Diesist selbst f�ur praktishe Anwendungen niht akzeptabel. Da wir nur Additionen moduloe verwenden, gelten im Hinblik auf die Implementierung analoge Shranken f�ur dieGruppenordnungen wie in Abshnitt 3.4.Es stellt also keine wesentlihe Einshr�ankung dar, da� bei obiger Komplexit�atsanalyse nurAdditionen in Ze betrahtet wurden. Dies best�atigen auh die Laufzeiten in konkreten Bei-spielen (siehe Abshnitt 4.3).4.3 Implementierung und LaufzeitenUnter denselben Bedingungen wie in Abshnitt 3.4.2 wurde der WN-Algorithmus implemen-tiert und getestet. Wir fassen in diesem Abshnitt einige der durhgef�uhrten Versuhe zusam-men und diskutieren die Laufzeiten. Um m�oglihe Shwankungen, die bei der Bestimmungder Laufzeiten auftreten, auszugleihen, wurden alle Berehnungen zehnmal durhgef�uhrt unddann �uber die entsprehenden Laufzeiten gemittelt. In diesem Abshnitt sind alle Laufzeitenin Millisekunden angegeben.Tabelle 4.1 illustriert das Laufzeitverhalten des WN-Algorithmus bei festen W�ortern inAbh�angigkeit von der Gruppengr�o�e jGj und L�ange n der Kompositionsreihe T . Hierbeiwurden als Gruppen m-fahe direkte Produkte der symmetrishen Gruppen (S3)m f�ur wah-sendes m herangezogen. In der vierten Spalte steht die Laufzeit der Vorverarbeitungsphase(DFT-Berehnung). In der f�unften bis siebten Zeile sind die Laufzeiten t(wi) angeben, diezur Wortnormalisierung der W�orter wi, i = 1; 2; 3, ben�otigt wurden. In den letzten beidenZeilen sind jeweils die L�ange L(wi) bzw. die Komplexit�at C(wi) angegeben (siehe (4.2)). Die



42 KAPITEL 4. DFT-BASIERTE WORTNORMALISIERUNGG jGj n t(DFT) t(w1) t(w2) t(w3)(S3) 6 2 < 1 17 133 951(S3)2 36 4 < 1 30 218 1808(S3)3 216 6 < 1 55 301 2846(S3)4 1296 8 1 56 436 4040(S3)5 7776 10 17 92 558 5454(S3)6 46656 12 82 103 692 6897(S3)7 279936 14 281 128 856 8499(S3)8 679616 16 1370 100 1035 10283(S3)9 10077696 18 5124 120 1225 12183(S3)10 60466176 20 22186 252 1464 14386L(w) 104 105 106C(w) 2:2 � 104 2:2 � 105 2:2 � 106Tabelle 4.1: Laufzeiten in Abh�angigkeit von n.W�orter wi wurden dabei durh Zufallsfunktionen ' und  (siehe (4.1)) erzeugt, die jeweilsgleihverteilt in [1 : n℄ bzw. [1 : 6℄ (6 ist der Exponent f�ur alle Gruppen G = (S3)m)) sind.Betrahtet man die Spalten der Tabelle, so erkennt man, da� sih der WN-Algorithmus inden angegebenen Beispielen im wesentlihen linear in n verh�alt. Aus den Zeilen der Tabelleergibt sih, da� die Laufzeiten in etwa linear in C(w) sind. Damit kann das Laufzeitverhaltender Implementierung des WN-Algorithmus in etwa durh n � C(w) beshrieben werden. Diesist im Einklang mit der zweiten theoretishen Laufzeitabsh�atzung von Satz 4.1.2, wenn manbedenkt, da� die restlihen Summanden f�ur kleine pmax und dmax vernahl�assigbar und vonC(w) unabh�angig sind.Die n�ahste Tabelle 4.2 untermauert diese Aussagen. Die Laufzeiten des WN-Algorithmus sindhier bei festem jGj und n im wesentlihen unabh�angig von der restlihen Struktur der Gruppe,d. h. die Anzahl h der Konjugationsklassen oder die Grade der Darstellungen fallen kaum insGewiht. Bei den Gruppen handelt es sih um die in Abshnitt 3.4.1 beshriebenen, durhdie p-Pr�asentationen unserer Bibliothek erzeugten Gruppen. Analog zum vorherigen Versuhwurden dabei Worte wi mit in geeigneten Bereihen gleihverteilten ' und  verwendet.G jGj n h t(DFT) t(w1) t(w2) t(w3)Lib44100(6) 44100 8 44100 240 125 891 8975Lib44100(1) 44100 8 22050 441 124 895 8978Lib44100(21) 44100 8 13230 436 123 893 8981Lib44100(19) 44100 8 3675 49 122 901 9062L(w) 104 105 106C(w) 12:4 � 104 14:3 � 105 14:5 � 106Tabelle 4.2: Laufzeiten bei fester Gruppengr�o�e.Wie shon die Analyse in Abshnitt 4.2 des WN-Algorithmus zeigte, ist f�ur die Laufzeit desWN-Algorithmus niht die Gruppenordnung jGj, sondern nur die L�ange n der Kompositi-onsreihe, die auh als H�ohe des Charaktergraphen der Gruppe beshrieben werden kann, vonRelevanz. Dieses Resultat wird auh durh die in Tabelle 4.3 angegebenen Laufzeiten unter-mauert. So sind die Laufzeiten f�ur die Gruppe G = Syl2(S16) (n = 16) in etwa dreimal so



4.3. IMPLEMENTIERUNG UND LAUFZEITEN 43gro� wie f�ur die Gruppe G = Lib42875(1) (n = 6) oder doppelt so gro� wie f�ur G = Lib7560(1)(n = 8). In dieser Versuhsreihe wurden W�orter verwendet, bei denen alle Exponenten iden-tish eins sind, also  (`) = 1 f�ur alle 1 � ` � L(w) und damit C(w) = L(w) gilt.G jGj n t(DFT) t(w1) t(w2) t(w3) t(w4) t(w5)Lib1024(1) 1024 10 4 7 76 481 4670 46690Lib2187(1) 2187 7 2 2 46 320 3015 29065Lib7560(1) 7560 8 119 4 50 371 3810 36336Lib7560(54) 7560 8 6 3 54 373 3439 34420Lib7776(1) 7776 10 21 8 72 470 4609 45380Lib15625(35) 15625 6 6 2 31 274 2470 23411Lib16000(1) 16000 10 77 6 69 472 4521 45229Lib22287(1) 22287 4 96 1 25 196 1695 15905Lib23940(1) 23940 7 113 5 41 317 2975 28340Syl2(S16) 32768 15 146 12 120 830 8299 82611Lib42875(1) 42875 6 55 3 38 274 2570 24335Lib179894(3) 179894 5 260 1 31 237 2185 20380L(w) = C(w) 103 104 105 106 107Tabelle 4.3: Laufzeiten f�ur vershiedene Gruppen.Die Ergebnisse der Implementierung des WN-Algorithmus wurden durh Vergleih mit dendurh eine GAP-Routine [31℄ berehneten Normalformen veri�ziert. Hierzu wurden unterVerwendung der GAP-Klasse PGroupFpGroup die entsprehenden polyzyklishen Gruppenerzeugt. Die Normalformen der zu normalisierenden W�orter wi, welhe als Listen der Werte'(`) und  (`) vorlagen, wurde dann mit der GAP-internen Routine, die auf den in [55℄ be-shriebenen "Colletion\-Verfahren beruht, berehnet. F�ur eine Diskussion dieser Verfahrenverweisen wir auh auf [39℄ und [63℄. In Tabelle 4.4 �ndet man einen Vergleih der Lauf-zeiten des WN-Algorithmus und der GAP-Rountine. In den durh mit WN bzw. mit GAPgekennzeihneten Zeilen �ndet man jeweils die Laufzeiten zur Wortnormalisierung bez. desWN-Algorithmus bzw. der GAP-Routine von W�ortern wi vershiedener Komplexit�at. Unsgeht es im folgenden weniger um die absoluten Laufzeiten, sondern um das relative Laufzeit-verhalten. Wir fassen einige Beobahtungen zusammen:� Die GAP-Routine h�angt, �ahnlih wie der WN-Algorithmus, in etwa linear von der Kom-plexit�at C(w) ab.� Im Untershied zum WN-Algorithmus sheint die GAP-Routine weder wesentlih vonder Gruppengr�o�e noh von der L�ange n der Hauptreihe abzuh�angen. Dies wird durhLaufzeiten bez�uglih der ersten drei Gruppen S3, G128 und Syl2(S16) illustriert.� Entsheidend f�ur die in GAP verwendeten "Colletion\-Verfahren ist die Komplexit�atder die Gruppe de�nierenden p-Pr�asentationen, also die Anzahl und Gr�o�e der niht-trivialen Koe�zienten ai;` und bij;` in der p-Pr�asentation (siehe (2.8)). Dies wird durhdie Laufzeiten der Gruppen Lib44100(19) und G44100 illustriert. Die p-Pr�asentation derGruppe G44100 ist trivial, d. h. alle KoeÆzienten ai;` und bij;` sind Null undG44100 ' (C2)2 � (C3)2 � (C5)2 � (C7)2:



44 KAPITEL 4. DFT-BASIERTE WORTNORMALISIERUNGDie Laufzeiten bei der GAP-Routine ist f�ur diese Gruppe merklih shneller als f�ur dieGruppe Lib44100(19), bei der es einige niht-triviale Relationen in der p-Pr�asentationgibt. Im Untershied hierzu ist jedoh das Laufzeitverhalten des WN-Algorithmus vondiesen Gr�o�en unabh�angig.G jGj n t(w1) t(w2) t(w3) t(w4) t(w5) t(w6)S3 6 2 WN < 1 10 114 2 35 304GAP 26 218 1755 54 382 4096G128 128 7 WN 3 51 310 7 106 839GAP 25 216 1704 59 402 4445Syl2(S16) 32768 15 WN 11 121 830 22 191 1954GAP 35 226 1954 61 433 4820Lib44100(19) 44100 8 WN 6 45 385 10 124 963GAP 30 241 2064 144 1349 17174G44100 44100 8 WN 3 49 398 8 124 953GAP 22 206 1660 45 411 4437L(w) 103 104 105 103 104 105C(w) 103 104 105 9:0 � 103 12:4 � 104 15:7 � 105Tabelle 4.4: Laufzeiten im Vergleih zu GAP.Zusammenfassend kann man sagen, da� sih die beiden Verfahren zur Wortnormalisierunggrunds�atzlih in ihrer Strategie untersheiden, was sih auh im v�ollig untershiedlihen Lauf-zeitverhalten widerspiegelt. W�ahrend der WN-Algorithmus entsheidend von n abh�angt, aberniht wesentlih von der Besha�enheit der p-Pr�asentation, hat man bei der GAP-Routineeine umgekehrte Abh�angigkeit. Es sei erinnert, da� der WN-Algorithmus f�ur die DFT-Da-tenstruktur in der Gruppenordnung jGj linear viel Speiherplatz ben�otigt, im Untershiedzu den in [55℄ beshriebenen "Colletion\-Verfahren, die �uber den Speiherplatz f�ur die p-Pr�asentation im wesentlihen keinen weiteren Speiherplatz ben�otigen.4.4 Multivariate Polynomdivision via WortnormalisierungIm Fall einer endlihen abelshen Gruppen G kann die Gruppenalgebra CG mit dem Quoti-enten eines Polynomrings modulo eines geeigneten Gitterideals IG identi�ziert werden. W�ahltman eine geeignete monomiale Ordnung, so de�niert die p-Pr�asentation von G eine reduzier-te Gr�obnerbasis von IG. Polynomdivision modulo IG kann dann via Wortnormalisierung mitHilfe des WN-Algorithmus durhgef�uhrt werden (PD-Algorithmus). In Abshnitt 4.4.1 fassenwir die Grundlagen zu Gr�obnerbasen in Polynomringen zusammen und stellen in Abshnitt4.4.2 den Zusammenhang zu Gruppenalgebren abelsher Gruppen her. In Abshnitt 4.4.3 be-shreiben und analysieren wir dann den PD-Algorithmus zur multivariaten Polynomdivision.4.4.1 Grundlagen zu Gr�obnerbasenIn diesem Abshnitt werden die ben�otigten De�nitionen und Eigenshaften von Gr�obnerba-sen zusammengefa�t. F�ur eine Einf�uhrung in das Gebiet der algorithmishen algebraishenGeometrie verweisen wir auf [19℄.



4.4. MULTIVARIATE POLYNOMDIVISION VIA WORTNORMALISIERUNG 45Sei K ein beliebiger K�orper und K [X℄ := K [Xn ; : : : ;X1℄ der Polynomring �uber K in denUnbestimmten X = (Xn; : : : ;X1). Ein Polynom f 2 K [X℄ ist dann in Multiindexshreibweiseeine endlihe Summe der Form f =P� �X� mit KoeÆzienten � 2 K . Der totale Grad vonf 6= 0, im folgenden mit deg(f) bezeihnet, ist das Maximum j�j := �n + : : : + �1 �uber alleKoeÆzienten � 6= 0, � = (�n; : : : ; �1). Jedes Monom X� = X�nn � : : : �X�11 2 K [X℄ kann mitdem n-Tupel der Exponenten � 2 Zn�0 identi�ziert werden.De�nition 4.4.1 Eine monomiale Ordnung auf K [X ℄ ist eine totale Ordnung � auf Zn�0mit den folgenden Eigenshaften:(1) Translationsinvarianz: 8�; �;  2 Zn�0 : ��� ) �+ �� + .(2) Wohlordnung: Jede niht-leere Teilmenge von Zn�0 hat ein kleinstes Element unter � .Zum Beispiel de�niert die lexikographishe Ordnung, die wir im folgenden auh mit �lexbezeihnen, eine monomiale Ordnung auf Zn�0. Dabei gilt ��lex � genau dann, wenn derlinkeste von Null vershiedene Eintrag der Di�erenz �� � 2 Zn positiv ist. Es gilt also z. B.(3; 2; 4)�lex (3; 2; 1). F�ur die Monome shreiben wir ebenfalls x��lex x�. In diesem Sinne giltdann xn�lex xn�1�lex : : : �lex x1.Sei im folgenden � eine beliebige, aber feste monomiale Ordnung. Der Multigrad von f istde�niert als multideg(f) := max(� 2 Zn�0 : � 6= 0), wobei das Maximum bez. � zu nehmenist. Hiermit de�nieren wir den f�uhrenden KoeÆzient l(f) := multideg(f) 2 K , das f�uhrendeMonom lm(f) := xmultideg(f) und den f�uhrenden Term lt(f) := l(f) � lm(f).Polynomdivision mit Rest kann im multivariaten Fall bez�uglih einer monomialen Ordnung�ahnlih durhgef�uhrt werden wie im univariaten Fall. Wir fassen das Ergebnis im folgendenSatz zusammen.Satz 4.4.2 (Divisionsalgorithmus in K [Xn ; : : : ;X1℄) Sei � eine monomiale Ordnung aufZn�0 und F = (f1; : : : ; fs) ein geordnetes s-Tupel von Polynomen in K [X ℄ = K [Xn ; : : : ;X1℄.Dann kann jedes f 2 K [X ℄ als f = 1f1 + : : :+ sfs + rmit i; r 2 K [X℄ geshrieben werden, wobei r = 0 gilt oder r eine K -Linearkombination vonMonomen ist, welhe niht durh lt(f1); : : : ; lt(fs) teilbar sind. Das Polyonom r hei�t Restvon f bez�uglih der Division durh F . Im Fall ifi 6= 0 gilt dar�uber hinaus multideg(f) �multideg(ifi).Im allgemeinen ist im multivariaten Fall der Rest r durh die Eigenshaft, da� kein Termdurh lt(f1); : : : ; lt(fs) teilbar sein soll, niht eindeutig bestimmt. Gr�obnerbasen sind nungerade dadurh harakterisiert, da� der Divisionsalgorithmus bez�uglih dieser Basen zu einemeindeutig bestimmten Rest f�uhrt. Wir pr�azisieren diese Aussage. Sei I � K [Xn ; : : : ;X1℄ einbeliebiges von Null vershiedenes Ideal, dann ist die Menge der f�uhrenden Terme von I durhlt(I) := flt(f) : f 2 Ig de�niert. Das von lt(I) erzeugte Ideal der f�uhrenden Terme hlt(I)iwird von Monomen erzeugt und ist damit ein sogenanntes monomiales Ideal. Das Lemma vonDikson besagt, da� jedes monomiale Ideal von einer endlihen Anzahl von Monomen erzeugtwird (siehe [19℄, S. 69).



46 KAPITEL 4. DFT-BASIERTE WORTNORMALISIERUNGDe�nition 4.4.3 Fixiere eine monomiale Ordnung. Eine endlihe Menge G = fg1; : : : ; gtgeines Ideals I � K [Xn ; : : : ;X1℄, I 6= f0g, hei�t Gr�obnerbasis, fallshlt(g1); : : : ; lt(gt)i = hlt(I)igilt. Eine reduzierte Gr�obnerbasis G ist eine Gr�obnerbasis mit den Zusatzeigenshaften, da�f�ur alle p 2 G erstens l(p) = 1 gilt und zweitens kein Monom von p in hlt(G � fpg)i liegt.Aus dem Hilbertshen Basissatz und dem Buhberger-Algorithmus folgt, da� jedes Ideal I eineeindeutig bestimmte reduzierte Gr�obnerbasis hat (siehe [19℄, S. 90). Es soll betont werden,da� diese jedoh von der fest gew�ahlten monomialen Ordnung abh�angt.F�ur eine Gr�obnerbasis G = fg1; : : : ; gtg gibt es f�ur jedes f 2 K [X℄ eindeutig bestimmte Poly-nome g; r 2 K [X℄ mit f = g + r, so da� g 2 I und kein Term von r durh lt(g1); : : : ; lt(gt)teilbar ist. Im folgenden wird der eindeutig bestimmte Rest r auh mit �fG bezeihnet. Mitanderen Worten, jedes f 2 K [X ℄ ist kongruent modulo I zu dem eindeutig bestimmten Po-lynom �fG, welhes eine K -Linearkombination von Monomen im Komplement von hlt(I)i ist.Man sieht leiht, da� die Menge fX� : X� =2 hlt(I)ig dieser Monome, die wir im folgendenauh als die Standardmonome bezeihnen, linear unabh�angig ist. Hieraus folgt leiht folgenderf�ur uns wihtige Satz:Satz 4.4.4 Sei I � K [Xn ; : : : ;X1℄ ein Ideal und G eine Gr�obnerbasis bez. einer beliebigenmonomialen Ordnung, dann induziert die Abbildung K [Xn ; : : : ;X1℄ 3 f 7! �fG einen K -Vektorraumisomorphismus von K [Xn ; : : : ;X1℄=I nah Span(fX� : X� =2 hlt(I)ig).Korollar 4.4.5 Sei I � K [Xn ; : : : ;X1℄ ein Ideal und G = fg1; : : : ; gtg � I eine Teilmengemit der Eigenshaft dim(K [X℄=I) = jfX� : X� =2 hlt(g1); : : : ; lt(gt)igj < 1: Dann ist Geine Gr�obnerbasis von I.Beweis: Angenommen das Ideal hlt(g1); : : : ; lt(gt)i w�are eht in hlt(I)i enthalten, dannw�are jfX� : X� =2 hlt(I)igj < jfX� : X� =2 hlt(g1); : : : ; lt(gt)igj. Hieraus w�urde aufgrundder Voraussetzung folgen, da� dim(K [X ℄=I) > jfX� : X� =2 hlt(I)igj. Dies ist ein Wider-spruh zu Satz 4.4.4. Also gilt hlt(g1); : : : ; lt(gt)i = hlt(I)i und damit die Behauptung.�4.4.2 PC-Pr�asentationen abelsher Gruppen als Gr�obnerbasenIn diesem Abshnitt stellen wir den Zusammenhang zwishen p-Pr�asentationen abelsherGruppenG und Gr�obnerbasen bestimmter Ideale her. SeiG im folgenden durh die konsistentep-Pr�asentation G = hg1; : : : ; gn j gpii = ui := gai;i�1i�1 � : : : � gai;11 i (4.9)gegeben, wobei alle Kommutatorrelationen trivial sind. Dann kann ein beliebiges Wort w inden Erzeugern g1; : : : ; gn durh Addition der Exponenten zu gleihen Erzeugern in der Formw = g�nn � : : : g�11 mit �i 2 Z, 1 � i � n, geshrieben werden. Im folgenden seien daher alleW�orter in dieser Form gegeben. Da G abelsh ist, de�niert die auf einem Erzeugendensystem



4.4. MULTIVARIATE POLYNOMDIVISION VIA WORTNORMALISIERUNG 47de�nierte Abbildung ' : C [Xn ; : : : ;X1℄ ! CG, Xi 7! gi, i = 1; : : : ; n, einen surjektivenAlgebrenhomomorphismus. Sei IG := ker('). Dann induziert ' den Algebrenisomorphismus�' : C [Xn ; : : : ;X1℄=IG '�! CG: (4.10)Dies impliziert umittelbar das folgende Korollar.Korollar 4.4.6 Aus der �Aquivalenz zweier W�orter w1 = g�nn � : : : g�11 � w2 = g�nn � : : : g�11 bez.der p-Relationen folgt die Gleihheit der entsprehenden Monome modulo des GitteridealsIG, d. h. X�nn � : : : X�11 �X�nn � : : : X�11 2 IG.Im folgenden sei die monomiale Ordnung � auf Zn�0 die lexikographishe monomiale Ord-nung �lex mit Xn�lex : : : �lexX1. Die in (4.9) angegebenen Gruppenrelationen de�nierenPolynome fi := Xpii �Xai;i�1i�1 � : : : �Xai;11 2 C [X℄ (4.11)f�ur 1 � i � n mit lt(fi) = Xpii bez. �lex .Satz 4.4.7 Die Menge G := ff1; : : : ; fng ist die reduzierte Gr�obnerbasis des Ideals IG �C [Xn ; : : : ;X1℄ bez�uglih der lexikographishen Ordnung �lex .Beweis: O�ensihtlih gilt G = ff1; : : : ; fng � IG undfX� : X� =2 hlt(f1); : : : ; lt(fn)ig = fX� : 0 � �i < pi; 1 � i � ng:Wegen dim(C [X ℄=IG) (4:10)= dim(CG) = jGj = p1 � : : : � pn sind damit die Voraussetzungenvon Korollar 4.4.5 erf�ullt, aus welhem die Behauptung folgt. �Damit entsprehen den konsistenten p-Pr�asentationen endliher abelsher Gruppen G diereduzierten Gr�obnerbasen der Ideale IG bez�uglih �lex .Bemerkung 4.4.8 In additiver Shreibweise entspriht der endlihen Gruppe G dem Quo-tienten Zn=L, wobei L � Zn das durh die Zeilenvektoren der MatrixH := 0BBBBB� pn �an;n�1 �an;n�2 : : : �an;2 �an;1pn�1 �an�1;n�2 : : : �an�1;2 �an�1;1. . . ...p2 �a2;1p1
1CCCCCA : (4.12)erzeugte Gitter vom endlihen Index [Zn : L℄ bezeihne. Das Ideal IG wird daher auh alsGitterideal bezeihnet. Die obere Dreieksmatrix H �uber Z ist dabei, bis auf eine andere Nor-mierung der Elemente �uber der Hauptdiagonalen, die Hermite-Normalform eines beliebigenErzeugendensystems des Gitters L, deren Elemente als Zeilenvektoren einer Matrix interpre-tiert werden. F�ur weitere Einzelheiten bez. Gitter und einer gittertheoretishen Interpretationder Gr�obnerbasen verweisen wir auf [55℄ bzw. [61℄.



48 KAPITEL 4. DFT-BASIERTE WORTNORMALISIERUNG4.4.3 PD-AlgorithmusIn diesem Abshnitt wird der PD-Algorithmus zur multivariaten Polynomdivision bez. der imletzten Abshnitt beshriebenen Gitterideale vorgestellt. Dabei wird im PD-Algorithmus einestark vereinfahte Version des WN-Algorithmus f�ur den Fall abelsher Gruppen verwendet.Mit der Notation von Abshnitt 4.4.1 bezeihne f = P� �X� 2 C [X ℄ ein Polynom, G �C [X ℄ eine endlihe Teilmenge und I das durh G erzeugte Ideal. Beim Standardalgorithmuszur multivariaten Polynomdivision bez�uglih G bzw. I wird f durh sukzessive Subtraktiongeeigneter Vielfaher von Elementen von G reduziert, bis das Ergebnis niht weiter reduzierbarist. Im Fall einer Gr�obnerbasis G ist dann das Ergebnis die eindeutig bestimmte Normalform�fG. Sei z. B. f = X� ein Monom und g = X��X 2 G ein Binom mitX� �X undX�jX�, sol�a�t sih f durh g reduzieren, und man erh�alt das Polynom f �X���g = X��(��), welhesdann weiter zu reduzieren ist. Ist also j�j sehr gro� im Verh�altnis zu j�j und jj, so kann maneine Laufzeit des Standardalgorithmus erwarten, die linear in j�j ist. Ist mit anderen Wortender Multigrad des zu reduzierenden Polynoms f gro� im Verh�altnis zu den Multigraden derPolynome g 2 G, so kann es zu einer Laufzeit des Standardalgorithmus kommen, der linearvom Multigrad des zu reduzierenden Polynoms abh�angt.F�ur den Spezialfall, da� es sih beim Ideal I um ein Gitterideal IG einer endlihen abelshenGruppe G wie in Abshnitt 4.4.2 handelt, kann die Polynomdivision so durhgef�uhrt werden,da� die Laufzeit nur logarithmish vomMultigrad von f abh�angt. Die Monome in C [X℄ k�onnenals W�orter in den Erzeugern der Gruppe interpretiert werden. Sei nun f =P� �X� 2 C [X℄das zu reduzierende Polynom. Werden die Monome von f durh die den Normalformen in Gentsprehende Monome ersetzt, dann folgt aus Korollar 4.4.6, da� das resultierende Polynommodulo IG mit f �ubereinstimmt. Dies ist die Grundidee des PD-Algorithmus, der statt der"horizontalen\ Vorgehensweise des Standardalgorithmus eine "vertikale\ Vorgehensweise hatund damit auh parallelisiert werden kann. Wir pr�azisieren den PD-Algorithmus zur multiva-riaten Polynomdivision. Sei zun�ahst als monomiale Ordnung die lexikographishe Ordnung�lex gew�ahlt und bezeihne Glex die zugeh�orige reduzierte Gr�obnerbasis.PD-Algorithmus zur multivariaten Polynomdivision bez. Glex:(1) Eingabe: Polynom f =P� �X� 2 C [X℄.(2) Normalisierungsshritt: Berehne die Normalformen aller Monome X� mit � 6= 0z.B. mit Hilfe des WN-Algorithmus. Diese Berehnungen k�onnen parallel durhgef�uhrtwerden.(3) Summationsshritt: Summiere die KoeÆzienten � 6= 0, deren Monome X� in Shritt(2) zu denselben Normalformen f�uhren.(4) Ausgabe: De�niere das Polynom �f , dessen Terme die Monome aus Shritt (2) mit denentsprehenden Summen aus (iii) als KoeÆzienten sind.O�ensihtlih ist �f bez�uglih Glex niht reduzierbar, und aus Korollar 4.4.6 folgt �f = �fGlex,also das gew�unshte Ergebnis. Im Fall einer beliebigen monomialen Ordnung � und einerGr�obnerbasis G bez. � kann folgenderma�en verfahren werden:



4.4. MULTIVARIATE POLYNOMDIVISION VIA WORTNORMALISIERUNG 49� Berehne zun�ahst mit Hilfe des PD-Algorithmus das Polynom �f = �fGlex . Der totaleGrad j�j eines Monoms X� dieses Polynoms ist durh j�j = �1+ : : :+�n < p1+ : : :+pnbeshr�ankt.� Reduziere nun �fGlex bez. der Gr�obnerbasis G mit dem Standardalgorithmus und erhaltedas erw�unshte Polynom �f = �fG . Dies geht shnell, da der Grad von �fGlex klein ist.Im Fall einer endlihen abelshen Gruppe G vereinfaht sih der WN-Algorithmus wesentlih.Es bezeihne wie �ublih e den Exponenten von G. Gegeben sei ein Wort w in den Erzeugerng1; : : : ; gn, das aufgrund der trivialen Kommutatorrelationen von G sofort in der Form w :=g�nn � : : : � g�11 geshrieben werden kann, wobei f�ur die Exponenten �j < e, 1 � j � n,angenommen wird. Nun werden iterativ die Exponenten en; : : : ; e1 der Normalform genn �: : :�ge11von w berehnet. Der KoeÆzient en ist durh en := �n mod pn gegeben. Seiend := �n div pn und �(n�1)j := �j + d � an;j mod e (4.13)f�ur j = 2; : : : ; n. Dann ist wn�1 := g�(n�1)n�1n�1 � : : : � g�(n�1)11 � g�enn � w (4.14)ein Element in Gn�1 und ein Wort in den Erzeugern gn�1; : : : ; g1. Induktiv kann man nunmit dem Wort wn�1 fortfahren und auf diese Weise die Exponenten en�1; : : : ; e1 sukzessivbestimmen. Die Vereinfahung des WN-Algorithmus im abelshen Fall besteht also darin,da� aufgrund der trivialen Kommutatorrelationen im i-ten Shritt das Wort wi sofort alsWort in den Erzeugern gi; : : : ; g1 geshrieben werden kann (vergleihe (4.14) mit (4.4)).Die Multiplikationen modulo e in (4.13) werden aus denselben Gr�unden wie in (3) von Be-merkung 4.2.4 durh Additionen modulo e via bin�arer Methode ersetzt. Daraus folgt, da� dieAnzahl der Additionen in Ze des WN-Algorithmus im abelshen Fall logarithmish von denExponenten �j abh�angt und grob durh die Gr�o�enordnungO(n2 � log(e))abgesh�atzt werden kann. Es wird dabei keine Vorverarbeitungsphase oder zus�atzliher Spei-herplatzaufwand f�ur eine DFT ben�otigt. Die Division mit Rest zur Berehnung von d und eiim i-ten Shritt spielen f�ur die Gesamtkomplexit�at des Algorithmus keine Rolle.Abshlie�end fassen wir das Ergebnis noh einmal zusammen. Beim PD-Algorithmus h�angtdie Gesamtkomplexit�at linear von der Anzahl der Terme des zu reduzierenden Polynoms fab, aber nur logarithmish im Multigrad der Terme. Allerdings k�onnen die Terme unabh�angigvoneinander und damit parallel verarbeitet werden. Damit eignet sih der PD-Algorithmusinsbesondere f�ur Polynome hohen Grades mit wenig Termen. Der Standardalgorithmus h�angtdagegen im allgemeinen linear von den Multigraden der Terme ab und eignet sih f�ur Poly-nome niedrigen Grades mit vielen Termen. Damit ist auh die Vorgehensweise bei beliebigenmonomialen Ordnungen, erst mit dem PD-Algorithmus zu reduzieren und dann mit demStandardalgorithmus fortzufahren, sinnvoll.



50 KAPITEL 4. DFT-BASIERTE WORTNORMALISIERUNG4.5 Niht-kommutative PolynomringeAbshlie�end diskutieren wir, wie sih die �Uberlegungen des vorherigen Abshnitts auf denFall niht-kommutativer Polynomringe �ubertragen lassen.Wir f�uhren als Vorbereitung einige Notationen ein und verweisen f�ur Einzelheiten auf [55℄. SeiX eine Menge, das sogenannte Alphabet. Die Menge aller W�orter �uber X, bezeihnet mit X�,ist das von X erzeugte freie Monoid (freie Halbgruppe mit 1). Sei X := fXn; : : : ;X1g undK ein K�orper, dann wird die von X erzeugte Monoidalgebra K hXi = K hXn ; : : : ;X1i �uber Kauh als niht-kommutativer Polynomring �uber K in den unabh�angigen niht-kommutativenVariablen Xn; : : : ;X1 bezeihnet. Als K -Vektorraum wird dieser von Monomen der FormXi1 � � �Xik erzeugt, die gerade den Elementen aus X� entsprehen. Der niht-kommutativePolynomring in n Variablen kann auh als Tensoralgebra eines n-dimensionalen freien K -Moduls harakterisiert werden, wobei die Variablen den Elementen einer Basis des K -Modulsentsprehen (siehe [38℄, S. 633).Eine monomiale Ordnung auf K hXi oder X� ist, analog zur De�nition 4.4.1, eine totaleOrdnung � der Monome von X� mit den folgenden Eigenshaften:(1) Translationsinvarianz: 8m1;m2; r; l 2 X� : m1�m2 ) lm1r� lm2r.(2) Wohlordnung: Jede niht-leere Teilmenge von X� hat ein kleinstes Element unter � .(3) m� 1 f�ur alle m 2 X�.Man kann zeigen, da� im kommutativen Fall aus dem Lemma von Dikson folgt, da� f�ur jedetotale, translationsinvariante Ordnung die Voraussetzung der Wohlordnung �aquivalent ist zu�� 0 f�ur alle � 2 Z�0 (siehe [19℄, S. 70). Im niht-kommutativen Fall ist dies niht rihtig.Ebenso ist das Lemma von Dikson niht mehr g�ultig, wie das folgende Beispiel aus [44℄ zeigt:Sei mi := Xi3Xi2X1 2 K hX3 ;X2;X1i, i 2 N, dann ist das von den mi erzeugte Ideal nihtendlih erzeugt, da in der Menge fmiji 2 Ng kein Element ein Vielfahes eines anderen ist.F�ur unsere weiteren Betrahtungen ben�otigen wir eine spezielle monomiale Ordnung auf X�,f�ur deren Konstruktion wir ein wenig ausholen m�ussen. Seien zun�ahst X und Y disjunkteMengen und �X und �Y monomiale Ordnungen auf X� bzw. Y �. Wir konstruieren nun ausdiesen Ordnungen eine monomiale Ordnung auf (X [ Y )�. Sei U ein Wort in (X [Y )�. Dannkann U eindeutig in der Form A0b1A1b2 : : : Ar�1brArgeshrieben werden, wobei die bi in Y und die Ai in X� sind. Sei V ein weiteres Wort in(X [ Y )� mit der entsprehenden ZerlegungC0d1C1d2 : : : Cs�1dsCs:De�niere V �U , falls eine der beiden folgenden Bedingungen gilt:(i) d1 : : : ds�Y b1 : : : br.(ii) b1 : : : br = d1 : : : ds und (A0; : : : ; Ar) kommt vor (C0; : : : ; Cr) in der lexikographishenOrdnung von (X�)r+1, de�niert durh �X .



4.5. NICHT-KOMMUTATIVE POLYNOMRINGE 51Man kann zeigen, da� � eine monomiale Ordnung auf (X [Y )� de�niert, die auh Kranzpro-dukt (wreath produt) der Ordnungen �X und �Y genannt und mit �X o �Y bezeihnetwird (siehe 2.1, [55℄).Sei nun wie oben X := fXn; : : : ;X1g. Auf fXig� gibt es eine eindeutig bestimmte monomialeOrdnung �i , die durh die L�ange des Wortes de�niert ist. Dann ist�w := �1 o �2 o : : : o �n (4.15)wegen der Assoziativit�at des Kranzproduktes wohlde�niert und bestimmt eine monomialeOrdnung auf X�, die als die grundlegende Kranzprodukt-Ordnung (basi wreath-produt or-dering) bezeihnet wird. Es gilt z. B.Xn�wXn�1�w : : : �wX1 und XiXj �wXjXi;f�ur 1 � i < j � n.Die Grundlagen zur Theorie der niht-kommutativen Gr�obnerbasen wurden bereits von Berg-man in [5℄ gelegt. F�ur eine Darstellung dieser Theorie verweisen wir auf [44℄. Im folgendensei ein Ideal I � K hXi = K hXn ; : : : ;X1i immer als zweiseitiges Ideal vorausgesetzt. Ist �eine monomiale Ordnung auf K hXi, dann kann man v�ollig analog zum kommutativen Fallden f�uhrenden Term lt(f) f�ur f 2 K hXi und das von lt(I) erzeugte Ideal der f�uhrendenTerme hlt(I)i de�nieren. Eine Teilmenge G � I hei�t niht-kommutative Gr�obnerbasis, fallshlt(I)i = hlt(g)jg 2 Gi. Der Reduktionsproze� (niht-kommutative multivariate Polynom-division) ist analog zum kommutativen Fall. Sei z. B. f 2 K hXi und o. B. d.A. l(f) = 1,also f = lt(f) + f 0 mit geeignetem f 0 2 K hXi. Ein Monom m hat lt(f) als Teilwort, fallsm = m1lt(f)m2 f�ur Monome m1;m2 gilt. Die Reduktion von m bez. f ist dann m1(�f 0)m2.Auf diese Weise kann rekursiv die Reduktion eines Elements aus K hXi bez. einer beliebigenFolge von Elementen de�niert werden. Wie im kommutativen Fall f�uhrt der Reduktionspro-ze� bez. einer Gr�obnerbasis G nah endlih vielen Shritten auf einen eindeutig bestimmtenRest. Allerdings treten bei der Erweiterung der Theorie der Gr�obnerbasen auf den niht-kommutativen Fall gro�e Shwierigkeiten auf (siehe [30℄): Im allgemeinen ist das "Wortpro-blem\ f�ur Ideale in K hXi niht entsheidbar, d. h. es kann keinen allgemeinen Algorithmuszur Konstruktion von Gr�obnerbasen geben. Dar�uber hinaus sind Gr�obnerbasen im niht-kommutativen Fall im allgemeinen niht mehr endlih. In [44℄ �ndet man einen Algorithmus,der ausgehend von einer endlihen Basis eines Ideals I � K hXi in endlih vielen Shritteneine endlihe Gr�obnerbasis von I berehnet, falls eine solhe Basis existiert. Der Algorithmusstoppt niht, wenn I keine endlihe Gr�obnerbasis hat, d. h. hlt(I)i niht endlih erzeugt ist.Wir interessieren uns im folgenden f�ur einen einfahen Spezialfall. Sei G wie in (2.7) eine kon-sistent p-pr�asentierte endlihe au�osbare Gruppe. Analog zum kommutativen Fall de�niertXi 7! gi, i = 1; : : : ; n, einen surjektiven Homomorphismus ' : C hXn ; : : : ;X1i ! CG, dessenKern IG := ker(') ein zweiseitiges Ideal ist. Die p-Relationen von G de�nieren analog zu(4.11) eine Menge G � IG durh:fi := Xpii �Xai;i�1i�1 � : : : �Xai;11 ; 1 � i � n;fij := XiXj �XjXiXbij;j�1j�1 � : : : �Xbij;11 ; 1 � i < j � n:Wir �xieren im folgenden die durh (4.15) de�nierte monomiale Ordnung �w auf C hXi, danngilt lt(fi) = Xpii und lt(fij) = XiXj . In Verallgemeinerung des Satzes 4.4.7 gilt:



52 KAPITEL 4. DFT-BASIERTE WORTNORMALISIERUNGSatz 4.5.1 Die Menge G := ffi; 1 � i � n; fij; 1 � i < j � ng ist die reduzierte Gr�obnerbasisvon IG � C hXn ; : : : ;X1i bez�uglih der Kranzprodukt-Ordnung �w .Beweis: Dies zeigt man v�ollig analog wie im kommutativen Fall (siehe Beweis zu Satz4.4.7). Aus Dimensionsgr�unden folgert man, da� IG mit dem von G erzeugten Ideal I �uber-einstimmt. Die Menge fm 2 X� : m =2 hlt(I)ig der Standardmonome besteht wiederum ausden p1 � : : : � pn Normalformen, woraus man wie im kommutativen Fall shlie�en kann, da�hlt(fi); 1 � i � n; lt(fij); 1 � i < j � ni = hlt(IG)i gelten mu�. �Die Reduktion niht-kommutativer Polynome in K hXi modulo Idealen der Form IG kanndamit analog zu Abshnitt 4.4.3 via Wortnormalisierung durhgef�uhrt werden. Im Fall von�uberaufl�osbaren Gruppen kann dabei der in Abshnitt 4.1 beshriebene shnelle WN-Algo-rithmus als Unterroutine zur Wortnormalisierung verwendet werden.



Kapitel 5FFTs �uberau�osbarer Gruppen
In Kapitel 3 wurde die Generierung einer DFT D = �hk=1Dk einer �uberaufl�osbaren GruppeG behandelt. In diesem Kapitel wollen wir uns der Auswertung CG 3 a 7! D(a) des durhD : CG �! �hk=1C dk�dk de�nierten Algebrenisomorphismus widmen. Aus algebraisher Sihtist dies die simultane Auswertung einer Transversalen D1; : : : ;Dh von irreduziblen Darstel-lungen von G. In Matrixterminologie entspriht dies der Multiplikation der entsprehendenDFT-Matrix D mit einem Eingabevektor a := (ag)g2G.Ein geeignetes Komplexit�atsma� f�ur das DFT-Auswertungsproblem ist die von Baum undClausen eingef�uhrte lineare Komplexit�at von Matrizen und Gruppen (siehe [15℄, Kapitel 3,und Abshnitt 5.1 f�ur eine Zusammenfassung). Bez�uglih dieses Komplexit�atsma�es habendieselben Autoren f�ur allgemeine endlihe Gruppen die untere Shranke 14 jGj log jGj f�ur dieDFT-Auswertung bewiesen.Wie shon in der Einleitung erw�ahnt, wurde von Beth f�ur endlihe au�osbare Gruppen ein Al-gorithmus zur Auswertung verallgemeinerter DFTs angegeben, der dies mit O(jGj3=2) Opera-tionen bewerkstelligt [8℄. Clausen hat in [14℄ f�ur den Fall der symmetrishen Gruppen Sn einenAlgorithmus beshrieben, der f�ur die DFT-Auswertung O(n3 � n!) Operationen ben�otigt, alsoasymptotish fast linear in der Gruppenordnung n! ist. F�ur den Fall endliher �uberau�osbarerGruppen hat Baum in [2℄ einen shnellen O(jGj log jGj)-Algorithmus angegeben, der also imHinblik auf die untere Shranke bis auf einen konstanten Faktor (der dar�uber hinaus kleinist und durh die Konstante 8:5 abgesh�atzt werden kann) asymptotish optimal ist. WeitereResultate und Hinweise auf die Literatur �ndet man in [42℄.In Abshnitt 5.2 fassen wir den in [2℄ beshriebenen rekursiven Baum-Algorithmus zusammen.Um auh w�ahrend der Laufzeit des Algorithmus eine obere Shranke f�ur den Speiherplatzbe-darf zu garantieren, der linear in der Gruppenordnung jGj ist, wurde der Baum-Algorithmusin einer iterativen Variante implementiert, die wir in Abshnitt 5.3 beshreiben. Man erkenntdann sofort, da� der Baum-Algorithmus einer Faktorisierung der DFT-Matrix in d�unn besetz-te Matrizen entspriht. In den beiden folgenden Abshnitten geben wir Beispiele und Detailszur Implementierung und diskutieren das Laufzeitverhalten des Algorithmus.
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54 KAPITEL 5. FFTS �UBERAUFL �OSBARER GRUPPEN5.1 Lineare Komplexit�at von Matrizen und GruppenDie lineare Komplexit�at L(D) der DFT-Matrix D ist die minimal ben�otigte Anzahl von Ad-ditionen, Subtraktionen und Skalarmultiplikationen, um das Matrix-Vektor-Produkt D �a f�urbeliebiges a 2 C jGj zu berehnen. Falls die Programmkonstanten dem Betrage nah durh denWert 2 beshr�ankt sind, wird die entsprehende minimale Anzahl L2(D) auh als 2-lineareKomplexit�at von D bezeihnet. Die lineare Komplexit�at L(G) einer endlihen Gruppe G istde�niert durh L(G) := minfL(D) j D 2 DFT(G)g: (5.1)Analog de�niert man L2(G). Es gelten trivialerweise die Absh�atzungenjGj � 1 � L(G) � 2jGj � (jGj � 1) und L(G) � L2(G): (5.2)Ein Satz von Morgenstern [43℄ zusammen mit den klassishen Shurrelationen f�uhren zu derAbsh�atzung (siehe [3℄) L2(G) > 14 jGj log jGj: (5.3)Kann also eine DFT mit nur O(jGj log jGj) Additionen, Subtraktionen und Skalarmultiplika-tionen mit kleinen Programmkonstanten � 2 ausgef�uhrt werden, so ist dies im L2-Modell imwesentlihen optimal. Damit verdient also jeder Algorithmus, der eine DFT mit O(jGj log jGj)Operationen auswerten kann und dabei nur Programmkonstanten vom Betrag � 2 benutzt,mit Reht den Namen shnelle Fouriertransformation bzw. FFT. F�ur weitere Details bez�uglihunterer Komplexit�atsshranken sei auf Kapitel 13 von [12℄ verwiesen.Zum Beispiel treten bei der Cooley-Tukey FFT von CG, G zyklishe 2-Gruppe, nur Ein-heitswurzeln als Programmkonstanten auf. Die Anzahl der arithmetishen Operationen kanndurh die obere Shranke 32 jGj log jGj abgesh�atzt werden, und damit ist der Algorithmus imwesentlihen optimal im L2-Modell.5.2 Baum-AlgorithmusAus Abshnitt 3.1 wissen wir bereits, da� jede �uberau�osbare Gruppe G mit HauptreiheT = (G = GnBGn�1B: : :BG1BG0 = f1g) eine e-monomiale T -angepa�te DFT D = �hk=1Dkbesitzt. F�ur alle 1 � i � n ist dann D#Gi eine Ti-angepa�te Darstellung, wobei Ti die Kette(Gi B : : : BG0) bezeihne. Seien F1; : : : ; Fr die untershiedlihen irreduziblen Konstituentenvon D#Gn�1. Dann ist Dn�1 := �r̀=1F` eine monomiale Tn�1-angepa�te DFT von CGn�1 .In unserem Komplexit�atsmodell von Abshnitt 5.1 verursaht Kopieren keine Kosten, und esgilt daher L(Dn#Gn�1) = L(Dn�1). Diese Eigenshaft von T -angepa�ten DFTs maht sihnun der Baum-Algorithmus zunutze.StattD = �hk=1Dk an einem a 2 CGn direkt auszuwerten, wird a entsprehend der Nebenklas-senzerlegung G = Fp�1j=0 gjGn�1, p := [G : Gn�1℄, umgeshrieben. Mit geeigneten aj 2 CGn�1gilt dann a =Pp�1j=0 gjaj und damitD(a) = p�1Xj=0D(gj)(D#Gn�1)(aj) = p�1Xj=0 hMk=1Dk(gj)(Dk#Gn�1)(aj): (5.4)



5.2. BAUM-ALGORITHMUS 55Die Berehnung von D(#Gn�1)(aj) entspriht bis auf zus�atzlihe (kostenlose) Kopieropera-tionen der Berehnung von Dn�1(aj). Damit kann also die Auswertung D(a) der DFT D vonGn zur�ukgef�uhrt werden auf(i) p Auswertungen Dn�1(a0); : : : ;Dn�1(ap�1) der DFT Dn�1 von Gn�1,(ii) p Multiplikationen mit den entsprehenden "Twiddle\-Faktoren D(gj) und(iii) anshlie�ender Addition der entprehenden p Summanden.Diese Vorgehensweise f�uhrt zu einem rekursiven "Divide & Conquer\-Algorithmus. Im "Divi-de\-Shritt wird (i) und im "Conquer\-Shritt werden (ii) und (iii) berehnet. Dabei kann der"Conquer\-Shritt sehr eÆzient durhgef�uhrt werden. Hierf�ur betrahten wir eine DarstellungDk von CG. Nah Abshnitt 2.4 gibt es f�ur die Einshr�ankung F := Dk#Gn�1 genau zweiF�alle:Fall 1. F ist irreduzibel, und es gibt genau p in�aquivalente irreduzible Erweiterungen Dk =Dk0 ; : : : ;Dkp�1 2 Irr(G;T ) von F . Wegen der T -Angepa�theit sind die Dkl Tensor-produkte Dkl = �l 
 Dk von Dk mit den linearen Charakteren 1 = �0; : : : ; �p�1 derzyklishen Gruppe G=Gn�1. Es gilt also f�ur 0 � l � p� 1Dkl(a) = p�1Xj=0 �l(gjGn�1)Dk(gj)F (aj): (5.5)Damit k�onnen die Eintr�age der darstellenden Matrizen Dk0(a); : : : ;Dkp�1(a) an derStelle a simultan mit Hilfe von "lokalen\ FFTs der zyklishen Gruppe der Ordnung pberehnet werden.Fall 2. F ist niht irreduzibel und l�a�t sih als direkte Summe von genau p in�aquivalentenirreduziblen Darstellungen Fk0 ; : : : ; Fkp�1 2 Irr(Gn�1;Tn�1) shreiben. In diesem Fallgilt also Dk(a) = p�1Xj=0Dk(gj) � (Fk0(aj)� : : : � Fkp�1(aj)): (5.6)Die "Twiddle\-Faktoren Dk(gj) sind monomial. Dar�uber hinaus sind, wie unmittelbaraus der De�nition der Induktion (siehe Abshnitt 2.1) ersihtlih ist, die p Summandendeg(Fk0)-blokmonomiale Matrizen mit paarweise disjunktem Tr�ager. Sind also die dar-stellenden Matrizen Fkl(aj), 0 � l; j < p, gegeben, so ist zur Berehnung eines Eintragesvon Dk(a) nur eine Multiplikation n�otig.Eine Analyse des Baum-Algorithmus �ndet man in [2℄ bzw. [15℄. Wir fassen das Ergebnis imfolgenden Satz zusammen:Satz 5.2.1 (Baum) Ist G eine endlihe �uberau�osbare Gruppe mit Hauptreihe T , dann istdie T -angepa�te DFT von G monomial und kann mit maximal  � jGj � log jGj Operationenausgewertet werden, wobei 1:5 �  � 8:5 von den Primteilern von jGj abh�angt.Der Baum-Algorithmus ist also, bis auf eine Konstante, optimal in dem in Abshnitt 5.1 de-�nierten Komplexit�atsma� und verdient damit den Namen "Fast Fourier Transform\ (FFT).



56 KAPITEL 5. FFTS �UBERAUFL �OSBARER GRUPPEN5.3 Baum-Algorithmus als MatrixfaktorisierungWie shon in der Einleitung erw�ahnt, entspriht die DFT-Auswertung in Matrixterminologieder Multiplikation der entsprehenden jGj � jGj-DFT-Matrix D mit einem Eingabevektora := (ag)g2G 2 C jGj . In diesem Abshnitt untersuhen wir, wie der Baum-Algorithmus sihmatrixtheoretish deuten l�a�t.Hierf�ur ben�otigen wir die folgende Notation. Sei G eine �uberau�osbare Gruppe der OrdnungN := jGj. Es sei T eine Hauptreihe von G mit Primfaktoren pi := [Gi : Gi�1℄, i = 1; : : : ; n.F�ur 1 � i < j � n de�nieren wirI[j:i℄ := [0 : pj � 1℄� : : :� [0 : pi � 1℄:Mit I := I[n:1℄ gilt dann o�ensihtlih I = I[n:i+1℄ � I[i:1℄. Wir ordnen die Gruppenelementeg 2 G lexikographish in den Exponenten ihrer Normalform (siehe (2.6)) an. Damit erhaltenwir eine Numerierung der Gruppenelemente, die als Standardbasis der Gruppenalgebra CGdienen. In dieser Basis entspriht jedem Element a 2 CG ein Vektor a 2 C N der Forma = [a(0;:::0;0); a(0;:::0;1); : : : ; a(0;:::0;p1�1); a(0;:::1;0)); : : : ; a(�n;:::;�2;�1); : : : ; a(pn�1;:::p2�1;p1�1)℄T ;so da� a = X(�n;:::;�1)2I a(�n;:::;�1) � g�nn � : : : � g�11gilt. De�niert man f�ur (�n; : : : ; �i+1) 2 I[n:i+1℄a(i)(�n;:::;�i+1) := X(i;:::;1)2I[i:1℄ a(�n;:::;�i+1;i;:::;1) � gii � : : : � g11 2 CGi ;so hat a bez�uglih der Nebenklassenzerlegung von Gi in G die Zerlegunga = X(�n;:::;�i+1)2I[n:i+1℄ g�nn � : : : � g�i+1i+1 � a(i)(�n;:::;�i+1);und es gilt die Rekursionsformela(i)(�n;:::;�i+1) = pi�1Xj=0 gji � a(i�1)(�n;:::;�i+1;j):Wie in Abshnitt 3.3 bezeihne Di;k, 0 � i � n, 0 � k < hi, die k-te Darstellung vonIrr(Gi;Ti), wobei hi die Anzahl der Konjugationsklassen von Gi ist. (Die Numerierung derDk, die im folgenden keine wesentlihe Rolle spielt, kann beliebig gew�ahlt werden und mu�dann �xiert werden. Wir w�ahlen die durh die Implementierung des BC-Algorithmus vor-gegebene Konstruktionsreihenfolge als Numerierung mit den in Abshnitt 3.3 beshriebenenEigenshaften.) Im folgenden werden die Matrizen Di;k(b) 2 C d�d , d = deg(Di;k); b 2 CGi ,durh Aneinanderh�angen ihrer Zeilenvektoren als Zeilenvektoren der L�ange d2 interpretiert.Mit dieser Konvention entspriht die Auswertung der DFT in a 2 CG der Berehnung desMatrix-Vektor-ProduktsD � a = [Dn;0(a);Dn;1(a); : : : ;Dn;hn�1(a)℄T :



5.3. BAUM-ALGORITHMUS ALS MATRIXFAKTORISIERUNG 57In der iterativen, matrixtheoretishen Form hat der Baum-Algorithmus im i-ten Shritt,1 � i < n, den Vektora(i�1) := hDi�1;0(a(i�1)(0;:::;0)); : : : ;Di�1;hi�1�1(a(i�1)(0;:::;0)); : : : : : : ;Di�1;hi�1�1(a(i�1)(pn�1;:::;pi�1))iTals Eingabe und den Vektora(i) := hDi;0(a(i)(0;:::;0)); : : : ;Di;hi�1(a(i)(0;:::;0)); : : : : : : ;Di;hi�1(a(i)(pn�1;:::;pi+1�1))iTals Ausgabe. In dieser Notation gilt also a(0) = a und a(n) = D � a. Die Vektoren a(i),0 � i � n, haben alle die L�angejI[n:i+1℄j � hi�1Xk=0 deg(Di;k)2 = [G : Gi℄ � jGij = jGj = N;und der �Ubergang von a(i�1) zu a(i) wird durh eine Matrix M(i) 2 C N�N beshrieben. Imi-ten Shritt m�ussen nah Abshnitt 5.2 bei der Berehnung der Eintr�age vonDi;k(a(i)(�n ;:::;�i+1)) = pi�1Xj=0 Di;k(gi)j �Di;k(a(i�1)(�n;:::;�i+1;j)); (5.7)die ja gerade f�ur k = 0; : : : ; hi�1 und (�n; : : : ; �i+1) 2 I[n:i+1℄ die Eintr�age von a(i) ausmahen,zwei F�alle untershieden werden. Im ersten Fall berehnen sih die Eintr�age von (5.7) nahder Formel (5.5). Mit anderen Worten ist in diesem Fall ein jeder solher Eintrag von a(i)eine komplexe Linearkombination von genau pi Eintr�agen von a(i�1) und die Matrix M(i)hat in den entsprehenden Zeilen genau pi von Null vershiedene Eintr�age. Im zweiten Fallberehnen sih die Eintr�age von (5.7) nah der Formel (5.6). Damit ist ein jeder solherEintrag von a(i) ein Vielfahes eines Eintrages von a(i�1) mit einem von Null vershiedenenkomplexen Faktor, und die Matrix M(i) hat in den entsprehenden Zeilen genau einen vonNull vershiedenen Eintrag. Aus den Formeln (5.5) und (5.6) folgt weiterhin, da� f�ur dieSpalten der Matrix M(i) "simultan\ analoge Aussagen gelten. Da die von Null vershiedenenEintr�age der e-monomialen "Twiddle\-Faktoren e-te Einheitswurzeln sind, gilt dasselbe f�urdie Matrizen M(i). Wir fassen das Ergebnis in dem folgenden Korollar zusammen.Korollar 5.3.1 Aus matrixtheoretisher Siht entspriht dem Baum-Algorithmus eine Fak-torisierung der DFT-Matrix D in ein ProduktD =M(n) � : : : �M(2) �M(1) (5.8)d�unn besetzter Matrizen. Dabei hat die Matrix M(i) "simultan\ in jeder Zeile und Spalteentweder genau einen oder genau pi von Null vershiedene Eintr�age. (D. h. ist (u; v) diePosition eines von Null vershiedenen Eintrags von M(i), dann haben die u-te Zeile und v-teSpalte von M(i) entweder genau einen oder genau pi von Null vershiedene Eintr�age.) Dabeisind alle von Null vershiedenen Eintr�age e-te Einheitswurzeln.



58 KAPITEL 5. FFTS �UBERAUFL �OSBARER GRUPPENDar�uber hinaus folgt aus Abshnitt 5.2, da� jeweils pi Zeilen mit pi von Null vershiedenenEintr�agen der Matrix M(i) simultan durh eine "lokale\ zyklishe FFT der L�ange pi ausge-wertet werden k�onnen. Da eine zyklishe FFT der L�ange pi mit O(pi log(pi)) Operationendurhgef�uhrt werden kann (siehe z. B. Kapitel 4 von [15℄), ergibt sih bei der Matrix-Vektor-Multiplikation mit M(i) im i-ten Shritt ein Aufwand der Gr�o�enordnung O(log(pi)) je Vek-toreintrag (im zweiten Fall sogar nur O(1)). Damit folgt aus der Matrixfaktorisierung (5.8)sofort die folgende Gr�o�enordnung des Baum-Algorithmus (vergleihe mit Satz 5.2.1):nXi=1 O (jGj � log(pi)) = O jGj log nYi=1 pi! = O (jGj log jGj) :Da alle Programmkonstanten (Matrixeintr�age) e-te Einheitswurzeln sind, gilt diese Absh�at-zung sogar im L2-Modell von Abshnitt 5.1.5.4 BeispieleIn diesem Abshnitt setzen wir die Beispiele von Abshnitt 3.3 fort und verwenden die dorteingef�uhrte Notation.5.4.1 Symmetrishe Gruppe S3Mit unseren Konventionen zur Numerierung der Gruppenelemente und der MatrixkoeÆzien-ten der darstellenden Matrizen hat die S3 die folgende DFT-Matrix (! primitive 6-te Ein-heitswurzel): 1 g1 g21 g2 g2g1 g2g21
D =

266666666666666664
1 1 1 1 1 11 1 1 �1 �1 �11 !2 !4 0 0 00 0 0 1 !4 !20 0 0 1 !2 !41 !4 !2 0 0 0

377777777777777775
D2;0D2;1(D2;2)(0;0)(D2;2)(0;1)(D2;2)(1;0)(D2;2)(1;1)Der Baum-Algorithmus impliziert eine MatrixzerlegungD =M(2) �M(1), die wir im folgendenexplizit herleiten. Mit der Notation aus Abshnitt 5.3 gilta = a(1)(0) + g2 � a(1)(1) = (a(0;0) + a(0;1) � g1 + a(0;2) � g21) + g2 � (a(1;0) + a(1;1) � g1 + a(1;2) � g21):



5.4. BEISPIELE 59Die Vektoren a(i), 0 � i � 3, sind durha(0) = [a(0;0) ; a(0;1) ; a(0;2); a(1;0); a(1;1) ; a(1;2)℄Ta(1) = hD1;0(a(1)(0)); D1;1(a(1)(0)); D1;2(a(1)(0)); D1;0(a(1)(1)); D1;1(a(1)(1)); D1;2(a(1)(1))iT= [a(0;0)+a(0;1)+a(0;2); a(0;0)+!2a(0;1)+!4a(0;2); a(0;0)+!4a(0;1)+!2a(0;2); a(1;0)+a(1;1)+a(1;2) ; :::℄Ta(2) = [D2;0(a); D2;1(a); D2;2(a)℄T= hD1;0(a(1)(0))+D1;0(a(1)(1)); D1;0(a(1)(0))�D1;0(a(1)(1)); D1;1(a(1)(0)); D1;2(a(1)(1)); D1;1(a(1)(1));D1;2(a(1)(0))iTgegeben. Daraus ergeben sih unmittelbar die MatrizenM(1) = 26666664 1 1 1 0 0 01 !2 !4 0 0 01 !4 !2 0 0 00 0 0 1 1 10 0 0 1 !2 !40 0 0 1 !4 !2
37777775 und M(2) = 26666664 1 0 0 1 0 01 0 0 �1 0 00 1 0 0 0 00 0 0 0 0 10 0 0 0 1 00 0 1 0 0 0

37777775 :Bei a(1) = M(1) � a(0) k�onnen jeweils die ersten drei und die letzten drei Eintr�age simultandurh "lokale\ zyklishe FFTs der L�ange 3 berehnet werden. Bei a(2) = M(2) � a(1) k�onnendie ersten beiden Eintr�age simultan durh eine "lokale\ zyklishe FFT der L�ange 2 berehnetwerden.5.4.2 Zyklishe Gruppe C2nDer Baum-Algorithmus ist im Fall der zyklishen Gruppe C2n nihts anderes als der Cooley-Tukey-Algorithmus. Es sei im folgenden N := 2n und ! eine primitive N -te Einheitswurzel.F�ur G = CN besteht Irr(G) nur aus 1-dimensionalen Darstellungen und wird zusammen mitdem Tensorprodukt als Multiplikation ebenfalls zu einer zyklishen Gruppe der Ordnung N .Bei der klassishen DFT-Matrix (!jk)0�j;k<N sind die Elemente der Standardbasen in CGbzw. Irr(G), also die Gruppenelemente bzw. die 1-dimensionalen Darstellungen, entsprehenddem Exponenten ihres jeweiligen Erzeugers angeordnet. Diese Numerierung stimmt niht mitunseren Konventionen zur Numerierung �uberein. Sei k 2 [0 : 2n � 1℄ und (�1�2 : : : �n) dieBin�ardarstellung von k, dann folgt aus der p-Darstellung (3.11)gkn = g�nn � : : : � g�22 � g�11 : (5.9)Mit anderen Worten, die beiden Numerierungen der Gruppenelemente sind durh die Permu-tation �n aus (3.12) ineinander �uberf�uhrbar. Sei B(n) die Permutationsmatrix zu �n, dann istB(n) o�ensihtlih zu sih selbst invers. Aus (3.13) und (5.9) folgt dann f�ur die DFT-MatrixD = B(n) � (!jk) �B(n)Der Baum-Algorithmus liefert eine Matrixzerlegung D = M(n) � : : : �M(2) �M(1). Mit derNotation aus Abshnitt 5.3 gilt f�ur ein Element a(i)(�n ;:::;�i+1) 2 CGiDi;k(a(i)(�n;:::;�i+1)) = Di�1;bk=2(a(i�1)(�n;:::;�i+1;0)) + Di;k(gi) �Di�1;bk=2(a(i�1)(�n ;:::;�i+1;1)):



60 KAPITEL 5. FFTS �UBERAUFL �OSBARER GRUPPENHieraus folgt mit b(i; k) := Di;k(gi) = !2n�i�i(k) (unter Benutzung von (3.13)), da� M(i) eineBlokdiagonalmatrix der Form Id[G:Gi℄ 
N(i) ist mit einer jGij � jGij-Matrix
N(i) := 26666666664

1 0 : : : 0 b(i; 0) 0 : : : 01 0 : : : 0 b(i; 1) 0 : : : 00 1 : : : 0 0 b(i; 2) : : : 00 1 : : : 0 0 b(i; 3) : : : 0. . . . . .0 0 : : : 1 0 0 : : : b(i; 2i � 2)0 0 : : : 1 0 0 : : : b(i; 2i � 1)
37777777775 :Es folgt leiht b(i; 2k + 1) = �b(i; 2k), 0 � k < 2i�1, so da� bei a(i) = M(i) � a(i�1) jeweilszwei Eintr�age mittels einer Multiplikation und einer "lokalen\ zyklishen FFT der L�ange 2berehnet werden k�onnen.Abshlie�end sei angemerkt, da� die abelshen Gruppen, wie shon im Fall der DFT-Daten-struktur und des BC-Algorithmus, den "worst ase\ hinsihtlih der Laufzeit des Baum-Al-gorithmus darstellen. Dies geht auh aus den Tabellen des Abshnitts 5.5 hervor.5.5 ImplementierungDer Baum-Algorithmus wurde in seiner iterativen, matrixtheoretishen Version unter densel-ben Bedingungen wie in Abshnitt 3.4 implementiert und getestet. Die Eingabe des Baum-Algorithmus besteht aus der DFT-Datenstruktur, die durh den BC-Algorithmus berehnetwurde, und einem Vektor (oder Signal) a(0) = a 2 C jGj . Es werden dann iterativ die Vektorena(i), i = 1; : : : ; n, bestimmt, wobei zur Berehnung von a(i) nur die Daten von a(i�1) ben�otigtwerden. Daher kommt die Implementierung des Baum-Algorithmus mit einem Speiherplatzaus, der linear in der Gruppenordnung jGj ist.Beim Baum-Algorithmus werden die Darstellungen Di;k, wie aus der Formel (5.4) hervorgeht,nur auf dem Erzeuger gi ausgewertet, niht aber auf den Erzeugern g1; : : : ; gi�1. Dies sindgenau die darstellenden Matrizen, die von der DFT-Datenstruktur zur Verf�ugung gestelltwerden, so da� sih die DFT-Datenstruktur optimal zur Verwendung im Baum-Algorithmuseignet.Zur Durhf�uhrung der "lokalen\ zyklishen FFTs der L�ange p wurde der Bluestein-Algorith-mus (siehe z. B. [9℄ bzw. [15℄) implementiert, der eine Laufzeit der Gr�o�enordnung O(jpj log jpj)garantiert. Falls jGj einen gro�en Primteiler hat, sind gerade diese "lokalen\ FFTs entshei-dend f�ur die shnelle Laufzeit des Baum-Algorithmus.Die Inverse der DFT-Matrix D wird durh die inversen Matrizen (M(i))�1 faktorisiert, dieebenfalls d�unn besetzt sind und dieselbe Struktur wie die M(i) haben. Die "lokalen\ zykli-shen FFTs m�ussen nun durh die inversen "lokalen\ FFTs ersetzt werden. Hieraus ergibtsih unmittelbar, da� sih die Inversion der DFT durh eine leiht modi�zierte Variante desBaum-Algorithmus realisieren l�a�t und eine Laufzeit in derselben Gr�o�enordnung hat. Die



5.5. IMPLEMENTIERUNG 61Implementierung des Baum-Algorithmus und der inversen Variante werden im folgenden mitFFT bzw. IFFT bezeihnet.5.5.1 LaufzeitenIn den folgenden Tabellen sind f�ur vershiedene endlihe �uberau�osbare Gruppen (siehe Ab-shnitt 3.4.1) die Laufzeiten der FFT und IFFT angegeben. Experimentell hat sih gezeigt,da� bei den Implementierungen die Laufzeiten v�ollig unabh�angig von dem zu transformieren-den Eingabevektor a 2 C jGj sind. Daher wurde in den folgenden Versuhen bei allen Transfor-mationen derselbe Eingabevektor verwendet. In den ersten vier Spalten der Tabellen �ndetman den Gruppennamen, die Gruppengr�o�e jGj, die L�ange n der Hauptreihe und die An-zahl h der Konjugationsklassen. In den folgenden Spalten sind die Laufzeiten t(DFT) f�ur dieDFT-Berehnung, t(FFT) f�ur die FFT-Berehnung und t(IFFT) f�ur die IFFT-Berehnungjeweils in Millisekunden angegeben. Wie zuvor wurden dabei alle Berehnungen mehrfah(meist zehnmal) durhgef�uhrt und die entsprehenden Laufzeiten gemittelt. Um einen bes-seren Vergleih der Laufzeiten f�ur untershiedlihe Gruppen zu gew�ahrleisten, sind auh dieQuotienten t(FFT)/jGj und t(IFFT)/jGj in den Tabellen aufgef�uhrt. Es sei daran erinnert,da� die DFT-Berehnung rein symbolish in der additiven Gruppe Ze erfolgt, w�ahrend essih bei der FFT und IFFT um Transformationen eines komplexen Signals handelt, also dieGleitpunktarithmetik verwendet wird (siehe Abshnitt 5.5.2). Gleitkommaoperationen sindnat�urlih wesentlih komplexer als Additionen in Ze, was sih in den untershiedlihen abso-luten Laufzeiten f�ur die DFT und die FFT niedershl�agt.Wir starten unsere Diskussion wie in den vorherigen Abshnitten mit direkten ProduktenG = (S3)m der symmetrishen Gruppe f�ur wahsendes m = 3; 4; : : : ; 8 (siehe Tabelle 5.1). DieLaufzeiten steigen nur wenig mehr als linear in der Gruppenordnung. Dieses Laufzeitverhaltenspiegelt sehr gut die in Satz 5.2.1 angegebene theoretishe obere Shranke O(jGj log jGj) wider.Aufgrund der begrenzten Speiherplatzkapazit�at des Hauptspeihers konnten nur Versuhe bism = 8 durhgef�uhrt werden (siehe Abshnitt 5.5.2).G jGj n h t (DFT) t (FFT) t=jGj t (IFFT) t=jGj(S3)3 216 6 27 < 1 < 1 < 1(S3)4 1296 8 81 2 9 0.0070 14 0.0108(S3)5 7776 10 243 16 97 0.0125 72 0.0093(S3)6 46656 12 729 92 401 0.0086 522 0.0112(S3)7 279936 14 2187 264 2874 0.0103 3710 0.0133(S3)8 1679616 16 6561 1187 19586 0.0117 23925 0.0142Tabelle 5.1: Laufzeiten in Millisekunden der FFT und IFFT f�ur (S3)m.Wie zuvor erw�ahnt, spielen die durh den Bluestein-Algorithmus realisierten "lokalen\ zy-klishen FFTs eine entsheidende Rolle f�ur die EÆzienz der FFT. Bei den in Tabelle 5.2verwendeten zyklishen Gruppen G = Cp von Primzahlordnung p besteht die FFT bez. G auseiner "lokalen\ zyklishen FFT dieser L�ange. Die angegebenen Laufzeiten spiegeln damit dasLaufzeitverhalten des implementierten Bluestein-Algorithmus wider, die auh in diesem Fallgut mit der theoretishen Gr�o�enordnung O(jGj log jGj) korrespondieren.



62 KAPITEL 5. FFTS �UBERAUFL �OSBARER GRUPPENG jGj n h t (DFT) t (FFT) t=jGj t (IFFT) t=jGjC97 97 1 97 < 1 < 1 < 1C997 997 1 997 < 1 18 0.0181 22 0.0221C9973 9973 1 9973 9 336 0.0337 303 0.0304C99991 99991 1 99991 105 3507 0.0351 3530 0.0353Tabelle 5.2: Laufzeiten des Bluestein-Algorithmus.Bei untershiedlihen Gruppen derselben Gruppenordnung gibt es nur kleine Untershiedeim Laufzeitverhalten der FFT und IFFT (siehe Tabelle 5.3 f�ur Beispiele). W�ahrend bei derDFT insbesondere die Zahlen d1(G) und � (Anzahl der Knoten im Charaktergraph) und we-niger die Gruppenordnung jGj entsheidend f�ur die Laufzeiten sind, gibt es bei der FFT undIFFT nur eine leihte Tendenz in Rihtung sinkender Laufzeiten bei fallenden h und d1(G).Dies ist eigentlih �uberrashend. Aus Korollar 5.8 und der anshlie�enden Diskussion folgt,da� Induktionen auf Stufe i der DFT-Generierung zu besonders d�unn besetzten MatrizenM(i) (mit nur einem von Null vershiedenen Eintrag in den entsprehenden Zeilen) f�uhren.Da viele Induktionen zu einem zur Gruppenordnung kleinen d1(G) korrespondieren, sollteman daher auh bei der FFT und IFFT eine st�arkere Abh�angigkeit der Laufzeiten von d1(G)erwarten. Eine m�oglihe Erkl�arung ist, da� bei den Implementierungen zur Verwaltung derEingabevektoren a 2 C jGj zus�atzlihe Operationen ben�otigt werden (z. B. Kopieroperatio-nen, Speiherplatzallokationen), die linear in der Gruppenordnung jGj, aber unabh�angig vonder jeweiligen Struktur der DFT sind. Diese DFT-unabh�angigen, zus�atzlihen Operationenmahen die Abh�angigkeit der FFT-Laufzeiten von der DFT-Struktur weniger signi�kant.G jGj n h t (DFT) t (FFT) t=jGj t (IFFT) t=jGjLib44100(6) 44100 8 44100 239 992 0.0225 1122 0.0254Lib44100(1) 44100 8 22050 444 1032 0.0234 1068 0.0242Lib44100(13) 44100 8 13230 75 915 0.0207 1033 0.0234Lib44100(3) 44100 8 3750 140 857 0.0194 920 0.0209Lib44100(19) 44100 8 3675 41 870 0.0197 910 0.0206Tabelle 5.3: Laufzeiten f�ur vershiedene Gruppen derselben Gr�o�e.G jGj n h t (DFT) t (FFT) t=jGj t (IFFT) t=jGjLib1024(1) 1024 10 175 7 10 0.0098 12 0.0117Lib2187(1) 2187 7 155 4 17 0.0078 22 0.0101Lib7560(1) 7560 8 2295 114 115 0.0152 129 0.0171Lib7560(54) 7560 8 945 4 169 0.0224 145 0.0192Lib7776(1) 7776 10 333 20 92 0.0118 71 0.0091Lib15625(35) 15625 6 265 3 349 0.0223 324 0.0207Lib16000(1) 16000 10 760 37 319 0.0199 308 0.0193Lib22287(1) 22287 4 22287 90 447 0.0201 473 0.0212Syl2(S16) 32768 15 230 145 369 0.0113 396 0.0121Lib23940(1) 23940 7 3990 115 403 0.0168 430 0.0180Lib179894(3) 179894 5 179894 255 4375 0.0243 4333 0.0241Tabelle 5.4: Laufzeiten f�ur vershiedene Gruppen der Bibliothek.



5.5. IMPLEMENTIERUNG 63In Tabelle 5.4 sind die FFT- und IFFT-Laufzeiten f�ur die Gruppen aus Tabelle 3.4 ange-geben. Die in den vorherigen Versuhen getro�enen Aussagen zu den Laufzeiten spiegelnsih auh in diesen Beipielen wider. Au�allend sind die vergleihsweise geringen Laufzeitender 2-Gruppe Syl2(S16) der Ordnung 32768 = 215 oder der Gruppe Lib7776(1) der Ordnung7776 = 25 � 35. Diese sind darin begr�undet, da� die bei der Berehnung der "lokalen\ FFTsben�otigten zyklishen FFTs f�ur die L�angen p = 2 und p = 3 optimiert wurden und f�ur dierestlihen Primzahlfaktoren der allgemeine Bluestein-Algorithmus verwendet wird.Die FFTs bez. elementar-abelsher Gruppen sind gerade die sogenannten Walsh-Hadamard-Transformationen. Um einen Vergleih unserer FFT-Implementierung f�ur allgemeine �uberauf-l�osbare Gruppen mit g�angigen Implementierungen f�ur die Walsh-Hadamard-Transformationzu erlauben, sind in der folgenden Tabelle 5.5 die FFT- und IFFT-Laufzeiten bez. einigerelementar-abelsher Gruppen angegeben.G jGj n h t (DFT) t (FFT) t=jGj t (IFFT) t=jGj(C2)17 131072 17 131072 5035 2431 0.0185 2643 0.0202(C3)11 177147 11 177147 1627 2421 0.0137 3141 0.0177(C7)6 117649 6 117649 359 2981 0.0253 3005 0.0255(C11)5 161051 5 161051 353 4153 0.0258 4195 0.0260(C19)4 130321 4 130321 250 2999 0.0230 3043 0.0234(C53)3 148877 3 148877 231 2651 0.0178 2756 0.0185(C383)2 146689 2 146689 205 2768 0.0189 2571 0.0175C149993 149993 1 149993 199 7196 0.048 7193 0.0480Tabelle 5.5: Laufzeiten f�ur elementar-abelshe Gruppen.5.5.2 GleitkommaarithmetikIn diesem Abshnitt wollen wir kurz auf die Probleme eingehen, die bei Benutzung von Gleit-kommaarithmetik entstehen. Die Auswertung der DFT einer endlihen Gruppe G ist eineinvertierbare Transformation C jGj ! C jGj komplexer Vektoren (Signale). Eine komplexe Zahlkann in einer Mashine, in der die Menge der darstellbaren Zahlen endlih ist, nur approxi-mativ dargestellt werden. F�ur reelle Zahlen wird meist die sogenannte Gleitkommadarstellungverwendet, in der eine Mashinenzahl durh Exponent und Mantisse mit einer jeweils festenAnzahl an Stellen dargestellt ist (siehe [58℄). In unserer Implementierung wird eine reelle Zahldurh den Datentyp double dargestellt. Ein double besteht aus 8 Bytes und dekt einen Zah-lenbereih von +=� 1:7E308 mit einer Genauigkeit von mindestens 15 Stellen ab. Ein Vektora 2 C jGj ist also in Form von 2jGj Zahlen vom Typ double gegeben. Ist z. B. G = S83 , dannben�otigt ein komplexer Eingabevektor a shon 16 � jGj � 27 MB, so da� man f�ur noh gr�o�ereGruppen shnell an die Grenzen der Hauptspeiherkapazit�at st�o�t (bei unserem Rehner 128MB). Dies ist auh der Grund, warum unsere in Tabelle 5.1 dargestellte Versuhsreihe mitder Gruppe G = S83 endet.Die Eintr�age einer durh den BC-Algorithmus berehneten DFT-Matrix (gegeben in Formder DFT-Datenstruktur) sind e-te Einheitswurzeln und liegen symbolish in Form der Expo-nenten einer primitiven e-ten Einheitswurzel ! vor. Zur Auswertung der DFT-Matrix mittelsder FFT auf einem Eingabevektor a, der in Gleitkommadarstellung gegeben ist, m�ussen daher



64 KAPITEL 5. FFTS �UBERAUFL �OSBARER GRUPPENdie Einheitswurzeln in Gleitkommazahlen umgewandelt werden, wobei aus signaltheoretishenGr�unden die Einheitswurzel ! = exp(�2�ie ) gew�ahlt wurde. Hierbei kommt es im allgemeinenzu Rundungsfehlern, die sih bei Anwendung der FFT auf das zu transformierende Signal afortpanzen und durh die Gleitkommaarithmetik verst�arken. Nahfolgende Anwendung derIFFT f�uhrt also niht auf das urspr�unglihe Signal a zur�uk, sondern auf ein leiht gest�ortesSignal. Man spriht hierbei auh von algorithmishem Raushen. Durh kaskadierte Anwen-dung der FFT und IFFT (und eventueller Zwishenverarbeitung) k�onnen sih die Rundungs-fehler aufshaukeln, so da� es in konkreten Anwendungen, insbesondere bei hohau�osendenSignalanalysen, wo lange FFTs ben�otigt werden, zu niht mehr akzeptablen Verzerrungendes Signals kommen kann. F�ur die zyklishe FFT (Cooley-Tukey) gibt es theoretishe obereShranken der Rundungsfehler bei Verwendung der Gleitkommaarithmetik (siehe z. B. [50℄).Wir wollen mit den folgenden Tabellen illustrieren, wie sih die Rundungsfehler bei verallge-meinerten FFTs verhalten. Dabei ist a ein komplexer Eingabevektor der L�ange jGj und jjajj2die euklidishe Norm, d. h. die Energie von a. Die Energie des Fehlersignals nah m-faherKaskadierung, m 2 N, der FFT und IFFT ist mit err(m) bezeihnet.Nat�urlih h�angt bei Gleitkommarehnung der Rundungsfehler von der Energie des Eingabe-vektors ab, so da� nur ein Vergleih der normalisierten Rundungsfehler err(m)=jjajj2 sinnvollist. Allerdings sind die Rundungsfehler niht nur von der Energie des Signals, sondern auhvon den Mantissen der Signalwerte abh�angig, wie die beiden Beispiele von Tabelle 5.6 illustrie-ren. W�ahrend es sih beim ersten Beispiel um ein Chirpsignal handelt, sind die Signalwertedes zweiten Beispiels ganze Zahlen (so da� in diesem Fall fast alle Stellen der Mantisse Nullsind). G jGj jjajj2 err(1) err(10) err(1)=jjajj2 err(10)=jjajj2Lib179894(1) 179894 4:4 � 107 3:3 � 10�3 3:3 � 10�2 7:5 � 10�11 7:5 � 10�10Lib179894(1) 179894 4:2 � 102 4:2 � 10�6 4:2 � 10�5 1:0 � 10�8 1:0 � 10�7Tabelle 5.6: Rundungsfehler in Abh�angigkeit vom Eingabevektor.Bei unseren Versuhen stellte sih heraus, da� die Rundungsfehler in etwa linear in der L�angem der Kaskade sind, wie auh die Beispiele in den Tabellen 5.6 und 5.7 zeigen.G jGj jjajj2 err(1)=jjajj2 err(10)=jjajj2 err(102)=jjajj2 err(103)=jjajj2 err(104)=jjajj2G128 128 1:13 � 101 7:37 � 10�15 7:27 � 10�14 7:25 � 10�13 7:23 � 10�12 7:23 � 10�11D97 194 1:39 � 101 4:81 � 10�13 4:81 � 10�12 4:81 � 10�11 4:81 � 10�10 4:81 � 10�9Tabelle 5.7: Rundungsfehler in Abh�angigkeit von der Anzahl der Kaskaden.Interessanter ist die Beobahtung, da� die Rundungsfehler bei verallgemeinerten FFTs nihtvon der L�ange des Signals abh�angen, sondern vom Exponenten e(T ) der in G gew�ahltenHauptreihe T . (siehe Abshnitt 3.5.2). Dies wird durh die Beispiele in Tabelle 5.8 belegt. Sosind z. B. die Rundungsfehler bei den zyklishen Gruppe C99991, C216 und C44100, bei denender Exponent e(T ) mit der jeweiligen Gruppenordnung �ubereinstimmt, um Ordnungen gr�o�erals bei den Gruppen mit kleinem Exponenten wie z. B. (C2)16 und (S3)7.



5.5. IMPLEMENTIERUNG 65G jGj e(T ) jjajj2 err(1) err(1)=jjajj2C99991 99991 99991 1:8 � 107 4:9 � 10�1 2:7 � 10�8(S3)7 279936 6 5:3 � 102 2:6 � 10�10 4:8 � 10�13C216 65536 65536 2:6 � 102 6:3 � 10�7 2:4 � 10�9(C2)16 65536 2 2:6 � 102 1:5 � 10�11 6:0 � 10�14C44100 44100 44100 2:1 � 102 3:8 � 10�7 1:8 � 10�9Lib44100(19) 44100 1050 2:1 � 102 6:8 � 10�9 3:2 � 10�11(C2)2 � (C3)2 � (C5)2 � (C7)2 44100 210 2:1 � 102 1:1 � 10�10 5:3 � 10�13Tabelle 5.8: Rundungsfehler in Abh�angigkeit vom Exponenten e(T ).Die Gleitkommaarithmetik ist zwar reht genau, aber auh bei Verwendung von spezialisiertenProzessoren f�ur die meisten Ehtzeitanwendungen zu langsam und f�ur Hardwareimplementie-rungen zu teuer. Wird aus diesen Gr�unden die g�unstigere Festkommaarithmetik verwendet,so hat man den Nahteil eines wesentlih verst�arkten algorithmishen Raushens. Man mu�daher nah anderen Wegen zur shnellen Realisierung der komplexen Arithmetik suhen.Clausen stellt in [13℄, Abshnitt 11, ein Verfahren vor, das die Explosion von Rundungsfeh-lern beim approximativen Rehnen mit komplexen Zahlen durh das (parallele) Rehnen inmehreren (kleinen) endlihen K�orpern verhindert. Grundlage hierf�ur ist der dort bewieseneSatz:Satz 5.5.1 Sei ! eine primitive n-te Einheitswurzel. Z[!℄ liegt genau dann diht in C , wennn =2 f1; 2; 3; 4; 6g.Die komplexen Eintr�age des Eingabevektors werden f�ur geeignetes ! durh ganze Zahlen Z[!℄des Kreisteilungsk�orpers Q [!℄ approximiert. Nur in diesem Shritt treten Approximationsfeh-ler auf, die aber durh die G�ute der Approximation kontrolliert werden k�onnen. Anshlie�endeBerehnungen der FFT und IFFT k�onnen dann rein symbolish �uber Z[!℄ durhgef�uhrt wer-den, so da� keine weiteren Rundungsfehler entstehen. Um eine Explosion der ganzen Zahlen zuverhindern, wird zus�atzlih eine auf dem Chinesishen Restsatz basierende modulare Tehnikangewendet. Shokrollahi hat in [53℄, Kapitel 4, ein eÆzientes Verfahren zur shnellen Appro-ximation komplexer Zahlen in Z[exp(2�i=2n)℄ f�ur n > 3 beshrieben, so da� shnelle zyklisheFFT-Berehnungen mit Festkommaprozessoren und hoher Pr�azision m�oglih werden.Da die durh den BC-Algorithmus berehnete verallgemeinerte DFT �uberau�osbarer Grup-pen rein symbolish und damit exakt erfolgt, ist eine Verbindung zu den von Clausen undShokrollahi entwikelten Verfahren zur symbolishen Auswertung der DFT naheliegend. Einewihtige Gr�o�e wird hier der Exponent e(T ) der Hauptreihe spielen, so da� auh f�ur diese Auf-gabe die in Abshnitt 3.5.2 aufgeworfene Fragestellung zur geeigneten Wahl der Hauptreihef�ur eine feste Gruppe relevant ist.
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Kapitel 6DFT-basierte Zerlegung derGruppenalgebra
Eine diskrete Fouriertransformation D einer endlihen Gruppe G ist nah De�nition 2.2.2ein Algebrenisomorphismus von der Gruppenalgebra CG in eine Algebra von Blokdiago-nalmatrizen. Die Urbilder dieser Bl�oke unter D liefern eine direkte Summenzerlegung derGruppenalgebra CG in minimale zweiseitige Ideale. In diesem Kapitel geht es um direkteSummenzerlegungen von CG, die diese "Wedderburn-Zerlegung\ verfeinern. Mit Hilfe vonIdempotenten der Gruppenalgebra und Partitionen der 1 in CG lassen sih die Zerlegun-gen elegant formulieren. In Abshnitt 6.1 f�uhren wir die ben�otigten Begri�e ganz allgemeinf�ur Ringe A mit 1 ein. Je mehr Struktur diese Ringe haben, desto st�arkere Aussagen lassensih bez�uglih der durh die Idempotenten de�nierten Summenzerlegungen tre�en. In denfolgenden Abshnitten nehmen wir eine "Top-Down\-Sihtweise ein und spezialisieren sukzes-sive den allgemeinen Fall �uber Algebren, halbeinfahe Algebren, Gruppenalgebren bis hin zuGruppenalgebren endliher �uberau�osbarer Gruppen. Im letzteren Fall erh�alt man shlie�liheine unter der G-Linksoperation invariante direkte Summenzerlegung von CG in eindimen-sionale Unterr�aume. Ber�uksihtigt man shlie�lih noh die Hilbertraumstruktur von CGbez�uglih des Standardskalarprodukts, so entspriht diese Zerlegung, wie wir in Abshnitt6.3 zeigen werden, gerade der verallgemeinerten Spektraldarstellung einer Funktion f 2 CG,die sih mit einem shnellen FFT-Algorithmus berehnen l�a�t. Abshnitt 6.4 rundet mit ei-nigen Beispielen zu den Koordinatenfunktionen verallgemeinerter Spektraltransformationendas Kapitel ab.
6.1 Idempotente und Partition der EinsDas Konzept der idempotenten Elemente und der Partitionen der Eins, welhes wir in Ab-shnitt 6.1.1 einf�uhren, maht in beliebigen Ringen mit Einselement Sinn. In Abshnitt 6.1.2behandeln wir dann den Spezialfall halbeinfaher Algebren. F�ur Einzelheiten verweisen wirauf [21, 22℄. 67



68 KAPITEL 6. DFT-BASIERTE ZERLEGUNG DER GRUPPENALGEBRA6.1.1 Beliebige Ringe A mit EinselementSei also A zun�ahst als ein beliebiger Ring mit Einselement 1 vorausgesetzt. Ein Element � 2 Ahei�t ein Idempotent, falls �2 = � 6= 0 gilt. Zwei Idempotente �1; �2 2 A hei�en orthogonal,falls �1�2 = �2�1 = 0. Sei A = L1 � : : :� Ln (6.1)eine direkte Zerlegung von A in Linksideale Li, 1 � i � n. Zerlege 1 2 A und erhalte dadurh1 = �1 + : : :+ �n; �i 2 Li: (6.2)Dann folgt leiht Li = A�i; �2i = �i; �i�j = 0 f�ur 1 � i 6= j � n: (6.3)Mit anderen Worten, (�1; : : : ; �n) ist eine Folge paarweise orthogonaler Idempotente von A.Diese sind durh die Zerlegung (6.1) eindeutig bestimmt (im allgemeinen gibt es nat�urlihviele solher Zerlegungen von A). Umgekehrt de�niert jede Folge ~� := (�1; : : : ; �n) paarweiseorthogonaler Idempotente mit Pi �i = 1, die wir im folgenden auh als Partition der Einsbezeihnen, eine direkte Summenzerlegung A =LiA�i in Linksideale. Die Menge P(A) allerPartitionen der Eins von A entspriht also eineindeutig der Menge aller direkten Summenzer-legungen von A in Linksideale.Ist �1 = �0 + �00 mit orthogonalen Idempotenten �0 und �00, L1 = A�1, dann folgt L1 =L1�0�L1�00. Die Summe ist direkt, da �0 durh Rehtsmultiplikation auf L1�0 identish operiertund L1�00 auf Null abbildet. Ist umgekehrt L1 = L0�L00 eine direkte Summe von Linksidealenvon A, dann gilt �1 = �0 + �00 mit orthogonalen Idempotenten �0 2 L0 und �00 2 L00. EinIdempotent � 2 A hei�t primitiv, falls sih � niht als Summe zweier orthogonaler Idempotenteausdr�uken l�a�t. Wir haben gerade gezeigt, da� � genau dann primitiv ist, wenn das LinksidealA� unzerlegbar ist. V�ollig analoge Aussagen gelten f�ur Rehtsideale.Wir f�uhren auf P(A) eine Halbordnung � ein. Seien ~� = (�1; : : : �n); ~Æ = (Æ1; : : : Æm) 2 P(A),dann de�niere ~� � ~Æ :() 8k 2 [1 : n℄ 9K � [1 : m℄ : �k = Xj2K Æj: (6.4)Idealtheoretish dr�ukt diese Halbordnung aus, da� eine direkte Summenzerlegung von A inLinksideale kleiner ist als eine zweite, wenn die zweite Zerlegung die erste verfeinert.Beispiel 6.1.1 Sei A ein beliebiger Ring mit 1 und � 2 A, � 6= 1, ein Idempotent. Dann ist1� � ein zu � orthogonales Idempotent und (�; 1� �) eine Partition der Eins.Beispiel 6.1.2 Sei A = C � C 2�2 , aufgefa�t als Unterring des Rings der 3� 3-Matrizen �uberC . De�niere �1 := 2664 0 2 �12 �1 3775; �2 = 1� �1 = 2664 1 �1 1�2 2 3775und Æ1 = �1; Æ2 := 2664 0 �1 1�2 2 3775; Æ3 = 2664 1 0 00 0 3775:



6.1. IDEMPOTENTE UND PARTITION DER EINS 69Dann sind ~� = (�1; �2) und ~Æ = (Æ1; Æ2; Æ3) Partitionen der Eins und ~� � ~Æ. Weiterhin sind alleIdempotente von ~Æ primitiv. Das Linksideal A�2 l�a�t sih als direkte Summe in die minimalenLinksideale AÆ2 und AÆ3 zerlegen, wobei AÆ2 als C -Vektorraum die Dimension 2 und AÆ3 dieDimension 1 hat.Ein Idempotent � hei�t zentral, wenn es mit jedem Ringelement vertaushbar ist. Analogzu oben nennen wir ein Idempotent zentral-primitiv, wenn es sih niht als Summe zweierorthogonaler zentraler Idempotente ausdr�uken l�a�t. Man kann nun leiht sehen, da� diezentralen Idempotente gerade den zweiseitigen Idealen in A entsprehen. Wir fassen dieseAussagen im folgenden Satz zusammen.Satz 6.1.3 Direkte Zerlegungen von Ringen mit Eins in Linksideale entsprehen den Parti-tionen der Eins in orthogonale Idempotente. Sei A = L1 � : : : � Ln eine Zerlegung von A ineine direkte Summe von Linksidealen und 1 = �1 + : : :+ �n mit �i 2 Li. Dann gilt:(1) Die �i sind orthogonale Idempotente und Li = A�i.(2) Ist Li unzerlegbar, dann ist �i primitiv.(3) Sind alle Linksideale Li zweiseitig, dann sind die Idempotente �i zentral.(4) Sind alle Li zweiseitig und ist Lj als Ideal unzerlegbar, dann ist �j zentral-primitiv.Geht man umgekehrt von einer Partition der Eins aus, dann gelten die umgekehrten Aussa-gen f�ur die durh die Idempotente de�nierten Linksideale. Dar�uber hinaus sind Partitionender Eins in zentral-primitive orthogonale Idempotente (bis auf die Reihenfolge) eindeutig be-stimmt.Ist � 2 A ein Idempotent, dann ist o�ensihtlih �A� � A ein Unterring von A. Im folgen-den leiten wir eine Charakterisierung dieses Ringes mit Hilfe eines geeigneten Endomorphis-menrings her. Zun�ahst sei bemerkt, da� jedes f 2 HomA(A�;A) identish zu dem durhRehtsmultiplikation mit dem Element a := f(�) 2 A de�nierten Homomorphismus ist. Esgilt n�amlih f�ur alle x 2 A�: f(x) = f(x�) = xf(�) = xa: (6.5)Sei EndA(A�) := HomA(A�;A�) der Endomorphismenring von A�. Dann ist f 2 EndA(A�)nah (6.5) durh Rehtsmultiplikation mit a = f(�) gegeben, und damit folgt f�ur alle x 2 A�wegen f(x) 2 A�: f(x) = f(x)� = xa� = x�a�:f ist also auh durh Rehtsmultiplikation mit �a� gegeben. Hieraus ergibt sih nun leiht dasfolgende Lemma:Lemma 6.1.4 F�ur ein Idempotent � eines beliebigen Ringes A mit 1 de�niert die AbbildungEndA(A�)! �A�, f 7! �f(�)� einen Anti-Ringisomorphismus.



70 KAPITEL 6. DFT-BASIERTE ZERLEGUNG DER GRUPPENALGEBRA6.1.2 Halbeinfahe AlgebrenWir konzentrieren uns nun auf den Fall halbeinfaher Algebren, zu denen unter anderem dief�ur uns relevanten Gruppenalgebren �uber C geh�oren. F�ur Einzelheiten und Beweise der folgen-den Aussagen verweisen wir auf [36℄. Es bezeihne K einen K�orper, und alle K -Vektorr�aumeseien als endlih-dimensional vorausgesetzt. Sei A eine K -Algebra, also ein K -Vektorraum,welher ein Ring mit 1 ist, so da� 8 2 K ; x; y 2 A : (x)y = (xy) = x(y) gilt. Eine AlgebraA hei�t halbeinfah, wenn jedes Linksideal L � A ein komplement�ares Linksideal L0 besitztmit A = L � L0. Es bezeihne V einen A-Linksmodul, also einen K -Vektorraum, auf dem Avon links operiert. V hei�t einfah, falls 0 und V die einzigen Untermoduln sind. Das Lemmavon Shur formuliert sih modultheoretish wie folgt:Lemma 6.1.5 (Shur) Seien V;W einfahe A-Linksmoduln, dann gelten:(1) Sei ' 2 HomA(V;W ), ' 6= 0, dann existiert eine Inverses zu ' in HomA(W;V ).(2) EndA(V ) ist eine Divisionsalgebra, d. h. alle ' 6= 0 sind invertierbar.(3) Ist K algebraish abgeshlossen, dann folgt EndA(V ) = f � IdV ;  2 K g.Sei M ein einfaher A-Modul, dann ist die M -isotypishe Komponente M(V ) eines A-Links-moduls V de�niert als Summe aller Untermoduln W � V mit W ' M . Ist M 0 ein zu Misomorpher A-Modul, so gilt o�ensihtlih M 0(V ) = M(V ). L�a�t man A durh Linksmul-tiplikation auf sih selbst operieren, so wird A zu einem A-Linksmodul, dem sogenanntenregul�aren Modul. Wir fassen die wihtigsten Eigenshaften im folgenden Satz zusammen.Satz 6.1.6 Sei A eine halbeinfahe K -Algebra.(1) Jeder einfahe A-Modul ist isomorph zu einem Untermodul von A.(2) Es gibt bis auf Isomorphie nur endlih viele einfahe A-Linksmoduln.(3) SeiM1; : : : ;Mh eine Transversale einfaher A-Linksmoduln, dann ist dieMk-isotypisheKomponente Ak :=Mk(A), 1 � k � h, ein minimales zweiseitiges Ideal in A. Weiterhingilt AkA` = 0 f�ur k 6= `.(4) Es gilt A ' A1 � : : :�Ah (Wedderburn-Zerlegung). Diese Zerlegung in minimale zwei-seitige Ideale ist eindeutig bis auf die Reihenfolge der Summanden.(5) Jedes minimale Linksideal L von A ist in genau einem der Ak enthalten.(6) Sei 1 = �1 + : : : + �h die zur Wedderburn-Zerlegung geh�orige Partition der Eins. Dannsind die �k orthogonale zentral-primitive Idempotente. Weiterhin ist Ak eine K -Algebramit Einselement �k.(7) Jedes Element a 2 Ak de�niert mittels Linksmultiplikation ein Element in EndK (Mk).Ist K algebraish abgeshlossen, dann de�niert diese Zuordnung einen Algebrenisomor-phismus von Ak auf EndK (Mk).



6.2. GEOMETRISCHER ZUGANG ZUR DARSTELLUNGSTHEORIE 71Bevor wir uns den Gruppenalgebren zuwenden, beshreiben wir zum Shlu� dieses Abshnitts,wie sih mit Hilfe der Idempotente eindimensionale K -Unterr�aume von A konstruieren lassen.Lemma 6.1.7 Sei A eine halbeinfahe Algebra �uber einem algebraish abgeshlossenen K�orperK . Dann gilt:(1) Sei � 2 A ein primitives Idempotent, dann ist �A� eine eindimensionale K -Algebra.(2) Seien �; Æ 2 A Idempotente mit A� ' AÆ. Dann existiert eine Einheit u 2 A mit� = uÆu�1.(3) Seien �; Æ 2 A primitive Idempotente. Falls A� ' AÆ, dann ist ÆA� ein eindimensionalerK -Vektorraum, ansonsten gilt ÆA� = 0.Beweis: (1) folgt sofort aus Lemma 6.1.4 und dem Lemma von Shur ((3) von Lemma 6.1.5).Wir zeigen nun (2). Es sei A� ' AÆ. Aus der Isomorphie A��A(1� �) ' AÆ �A(1� Æ) vonA-Linksmoduln folgt, da� auh A(1 � �) ' A(1 � Æ) gilt. Da jeder Isomorphismus von Aaufgefa�t als A-Linksmodul durh Rehtsmultiplikation mit einer Einheit u 2 A gegeben ist,folgtA� � u = AÆ; A(1� �) � u = A(1� Æ); AÆ � u�1 = A�; A(1 � Æ) � u�1 = A(1� �):Hieraus folgt uÆ � u�1 2 A� und u(1� Æ) � u�1 2 A(1� �). Aus1 = u � 1 � u�1 = u � (Æ + (1� Æ)) � u�1 = uÆ � u�1 + u(1� Æ) � u�1folgt wegen der Eindeutigkeit der Zerlegung der 1 in Elemente aus A� und A(1 � �) dieBehauptung uÆu�1 = � von (2). Falls A� ' AÆ, ergibt sih (3) sofort aus (1) und (2). Im FallA� 6' AÆ folgt aus Satz 6.1.6, da� A� und AÆ in vershiedenen isotypishen Komponenten vonA liegen und sih damit annullieren. Daher gilt ÆA� = 0 und (3) ist bewiesen. �6.2 Geometrisher Zugang zur DarstellungstheorieIn diesem Abshnitt wird die Darstellungstheorie endliher au�osbarer Gruppen unter Ver-wendung von Idempotenten aus einer geometrishen Rihtung beleuhtet. Hierzu leiten wir inAbshnitt 6.2.1 explizite Formeln f�ur die primitiven Idempotente her und geben eine Zerlegungder Gruppenalgebra in eine direkte Summe eindimensionaler Unterr�aume an. In Abshnitt6.2.2 untersuhen wir, wie sih die Idempotente und entsprehenden Zerlegungen als Bilderunter einer geeigneten DFT-Abbildung im Fourierbereih darstellen. Im Fall �uberaufl�osbarerGruppen ist die Zerlegung invariant unter Konjugation mit Gruppenelementen, was unmit-telbar die Existenz monomialer Darstellungen beweist. Dies ist Inhalt von Abshnitt 6.2.3.



72 KAPITEL 6. DFT-BASIERTE ZERLEGUNG DER GRUPPENALGEBRA6.2.1 Zerlegung der Gruppenalgebra mittels IdempotentenSei G eine endlihe Gruppe mit h Konjugationsklassen und Irr(G) = fD1; : : : ;Dhg eineTransversale irreduzibler Darstellungen. Dann ist die Menge der zugeh�origen irreduziblenCharaktere irr(G) := f�D := Spur(D);D 2 Irr(G)g eine Untermenge der KlassenfunktionenCF(G; C ). F�ur einen Charakter � �uber dem K�orper C gilt weiterhin �(g) = �(g�1), so da� sihdas Skalarprodukt zweier Charaktere � und  als h�j i = jGj�1Pg2G �(g) (g�1) shreibenl�a�t. Ein klassishes Resultat besagt, da� die Charaktere von irr(G) eine Orthonormalbasisvon CF(G; C ) bilden (siehe [52℄): h�Dk j�D`i = Æk;`: (6.6)Sei Mk ein einfaher Modul mit Charakter �Dk , 1 � k � h. Im Fall der Gruppenalgebra CGl�a�t sih die Projektionsabbildung auf die Mk-isotypishe Komponente explizit angeben. Sieist durh Linksmultiplikation mitek := e�Dk := �Dk(1)jGj Xg2G�Dk(g�1)g 2 CG (6.7)gegeben (f�ur einen Beweis siehe Kapitel 2 von [52℄). Nah dem Satz von Mashke ist CG einehalbeinfahe Algebra (dies gilt allgemein f�ur K�orper K mit har(K ) j������������������������ jGj), und damit ergibtsih aus Satz 6.1.6 das folgende Korollar.Korollar 6.2.1 F�ur die Gruppenalgebra CG einer endlihen Gruppe G mit h Konjugations-klassen gilt:(1) Die in (6:7) de�nierten e1; : : : ; eh sind gerade die zentral-primitiven Idempotente vonCG. Sie bilden als solhe eine Basis des Zentrums von CG.(2) 1 = e1 + : : :+ eh ist eine Partition der Eins in orthogonale Idempotente.(3) Die CGek , 1 � k � h, sind die minimalen beidseitigen Ideale und CG = �hk=1CGek(Wedderburn-Zerlegung).(4) Jeder einfahe Untermodul mit Charakter �Dk ist in CGek enthalten.Im folgenden wollen wir f�ur die au�osbaren Gruppen die isotypishen Komponenten weiterin minimale Linksideale aufspalten und die entsprehenden primitiven Idempotente angeben.Bezeihne also von nun an G eine endlihe au�osbare Gruppe mit Kompositionsreihe T =(G = GnBGn�1B : : :BG0 = f1g). Wir �xieren einen irreduziblen Charakter � 2 irr(G). DieMenge W(�) := f(�0; : : : ; �n = �) j �i 2 Irr(Gi); h�ij�i+1i > 0gentspriht allen Wegen von der Wurzel zum Knoten � des Charaktergraphen von G. Da derCharaktergraph von G multiplizit�atenfrei ist (Satz 2.1.2 [Cli�ord℄), folgt aus der Vorausset-zung h�ij�i+1i > 0 sofort h�ij�i+1i = 1. F�ur jede Folge w = (�0; : : : ; �n = �) 2 W(�)de�nieren wir das Element e(w) := e�0 � : : : � e�n 2 CG;welhes aufgrund der Voraussetzung h�ij�i+1i = 1 von Null vershieden ist. Wir fassen dieEigenshaften der e(w) im folgenden Satz zusammen, dessen Beweis man in [16℄ �ndet.



6.2. GEOMETRISCHER ZUGANG ZUR DARSTELLUNGSTHEORIE 73Satz 6.2.2 Sei G eine endlihe au�osbare Gruppe. Dann gilt mit den vorherigen Bezeih-nungen:(1) F�ur w 2W (�) ist e(w) ein primitives Idempotent in CG und daher CGe(w) ein einfa-her CG-Linksmodul mit Charakter �. Die Dimension von CGe(w) ist �(1) = jW (�)j.(2) Es gilt e� =Pw2W(�) e(w).(3) Die primitiven Idempotente e(w) induzieren eine direkte Summenzerlegung von CG inminimale Linksideale CGe(w):CG = M�2irr(G) Mw2W(�) CGe(w):(4) Die Gruppenalgebra zerlegt sih in eindimensionale Unterr�aume der Form e(v)CGe(w):CG = M�2irr(G) M(v;w)2W(�)2 e(v)CGe(w):Die Eindimensionalit�at der Unterr�aume e(v)CGe(w) ergibt sih aufgrund der Primitivit�at derIdempotente e(v) und e(w) ganz allgemein aus Lemma 6.1.7. Ein alternatives, darstellungs-theoretishes Argument geht wie folgt: Sei v = ( 0; : : : ;  n = �) 2 W(�), dann ergeben dieFaktoren von e(v) eine isotypishe Filtration von CGe(w) der Forme(v)CGe(w) = e 0 � (e 1 � (: : : � (e n�1CGe(w)) : : :))und e(v)CGe(w) ist wegen h ij i+1i = 1 ein einfaher CG0 -Modul und daher eindimensional.6.2.2 Zerlegung der Gruppenalgebra im FourierbereihSeien die Notation wie im vorherigen Abshnitt und G als au�osbar vorausgesetzt. Im fol-genden wollen wir untersuhen, wie die im vorherigen Abshnitt de�nierten Idempotente unddie induzierten Zerlegungen von CG als Bilder unter der T -adaptierten diskreten Fourier-transformation D = �hk=1Dk : CG '�! �hk=1C dk�dk , Dk 2 Irr(G;T ), im Fourierbereih derBlokdiagonalmatrizen aussehen. Hierf�ur ben�otigen wir das folgende Lemma, das sih unmit-telbar aus dem Lemma von Shur (siehe Abshnitt 2.1) ergibt und in Abshnitt 2:5 von [52℄bewiesen ist.Lemma 6.2.3 Sei � 2 CF(G) eine Klassenfunktion und D eine irreduzible Darstellung vonG vom Grad d und Charakter �. Dann ist die durh D� :=Pg2G �(g)D(g) de�nierte lineareAbbildung eine Homothetie, d. h. ein skalares Vielfahes der Identit�at der Form � �Idd, � 2 C .Der Skalar ist durh � = 1dPg2G �(g)�(g) gegeben.



74 KAPITEL 6. DFT-BASIERTE ZERLEGUNG DER GRUPPENALGEBRASei D` 2 Irr(G;T ) mit d := deg(D`) und ek wie in (6.7) de�niert, dann folgt aus Lemma 6.2.3sofortD`(ek) = �Dk(1)jGj Xg2G�Dk(g�1)D`(g) = � � Idd ; � = 1jGjXg2G�Dk(g�1)�D`(g) = h�D` j�Dki:Aus den Orthogonalit�atsrelationen (6.6) ergibt sih dannD`(ek) = Æk;` � Idd: (6.8)Sei Ek 2 �hk=1C dk�dk die Matrix, dessen k-ter Blok die Identit�at ist und deren andereBl�oke alle identish Null sind. Das Bild von ek unter der DFT D = �hk=1Dk ist also D(ek) =Ek. Dies folgt nat�urlih auh sofort aus der Tatsahe, da� die Ek o�ensihtlih die zentral-primitiven Idempotente von �hk=1C dk�dk sind und die DFT D als Algebrenisomorphismuszentral-primitive Idempotente auf ebensolhe abbildet.Sei Dk 2 Irr(G;T ) und w = f(�0; : : : ; �n = �Dk) 2 W(�Dk). Aus der T -Adaptiertheitvon Dk folgt f�ur 0 � i � n, da� Dk#Gi = �q̀=1F`, q 2 N, f�ur geeignete F` 2 Irr(Gi;Ti),wobei alle Darstellungen F` denselben Grad haben (siehe Satz 2.1.2 [Cli�ord℄). Damit ergibtsih aus (6.8), da� Dk(e�i) = �F`(e�i) eine Blokdiagonalmatrix ist, wobei genau diejenigenBl�oke F`(e�i) die Identit�at sind, f�ur die �F` = �i gilt und alle anderen Bl�oke identish Nullsind. Aus der Voraussetzung h�ij�i+1i = 1 folgt hieraus durh Induktion, da� Dk(e(w)) =Dk(e�0) � : : : �Dk(e�n) eine Diagonalmatrix mit genau einem von Null vershiedenen Eintrag1 ist, dessen Position eindeutig durh w bestimmt ist. Allgemeiner k�onnen die Positionen derEintr�age der darstellenden Matrizen von Dk durh Paare (v; w) 2 W(�Dk)2 parametrisiertwerden (es gilt deg(Dk) = jW (�)j nah (1) von Satz 6.2.2). Sei E(k;v;w) 2 �hk=1C dk�dk dieMatrix mit genau einem von Null vershiedenen Eintrag 1 im k-ten Blok an der Position(v; w). Dann folgt f�ur (v; w) 2W(�Dk)2:D(e(v)CGe(w)) = E(k;v;v)  hMk=1 C dk�dk! E(k;w;w) = C �E(k;v;w):Wir fassen das Ergebnis in dem folgenden Satz zusammen.Satz 6.2.4 Sei G eine endlihe au�osbare Gruppe und D = �hk=1Dk eine T -adaptierte DFT.Mit den vorherigen Bezeihnungen gilt:(1) D(ek) = Ek.(2) D(e(w)) = E(k;w;w) f�ur w 2W(�Dk).(3) D(e(v)CGe(w)) = C � E(k;v;w) f�ur (v; w) 2W(�Dk)2.



6.3. GRUPPENALGEBRA ALS HILBERTRAUM 756.2.3 Invarianz der Zerlegung bei �uberau�osbaren GruppenIn diesem Abshnitt wird gezeigt, da� im �uberau�osbaren Fall die in (4) von Satz 6.2.2 angege-bene Zerlegung von CG in eindimensionale Unterr�aume invariant unter Linksmultiplikationvon G ist. Dabei folgen wir den Ausf�uhrungen in [16℄, wo man auh weitere Einzelheiten�ndet.Sei also G als endlihe �uberau�osbare Gruppe vorausgesetzt. Wegen der Normalit�at von Gi inG f�ur 0 � i � n operiert G via Konjugation auf Irr(Gi;Ti) und irr(Gi;Ti). F�ur � 2 irr(G;T )erh�alt man daher via g(�0; : : : ; �n) := (g�0; : : : ; g�n) eine G-Operation auf W (�). Aus derim Abshnitt 2.4 angegebenen Version des Satzes von Cli�ord folgt sofort, da� G transitivauf den irreduziblen Konstituenten von �#Gn�1 operiert. Da Gn�1 trivial auf Irr(Gn�1;Tn�1)operiert, folgt aus einer Induktion nah n, da� G transitiv auf W (�) operiert.Sei g 2 G, dann gilt ge�ig�1 = eg�i f�ur alle �i 2 Irr(Gi) und damit auh ge(v)g�1 = e(gv)f�ur alle v 2W (�). F�ur alle (v; w) 2W (�)2 folgtge(v)CGe(w) = e(gv)gCGe(w) = e(gv)CGe(w):Mit anderen Worten, G operiert transitiv auf der Menge der Geraden fe(v)M jv 2 W (�)g,wobei M := CGe(w) f�ur beliebiges, aber festes w 2 W (�) de�niert ist. W�ahlt man einebeliebige Basis von M aus diesem Geradenb�ushel, dann ist die zugeh�orige Matrixdarstellungmonomial. Dies beweist die wohlbekannte Tatsahe, da� �uberau�osbare GruppenM -Gruppensind.Sei U � G der Stabilisator von w 2 W (�) und L eine Transversale der Linksnebenklassenvon U in G. Da 0 6= ge(w) = e(gw)ge(w) 2 e(gw)M f�ur g 2 G gilt und G transitiv aufW (�) operiert, ist die Menge fge(w)jg 2 Lg eine C -Basis von M . Sei DM die zugeh�origemonomiale Matrixdarstellung. Wir zeigen, da� DM sogar e-monomial ist. Da U die Geradee(w)M = C e(w) stabilisiert, existiert ein linearer Charakter � von U , so da� ue(w) = �(u)e(w)f�ur alle u 2 U gilt. Der lineare Charakter � ist als eindimensionale Darstellung o�ensihtlihe-monomial. Sei e� = jU j�1Pu2U �(u�1)u 2 CU das zentral-primitive Idempotent zu �.Dann gilt e�e(w) = jU j�1Xu2U �(u�1)ue(w) = jU j�1Xu2U �(u�1)�(u)e(w) = e(w):Analog zeigt man e(w) = e(w)e�. Es folgt CGe(w) � CGe� und daher e� = ae(w) f�urein geeignetes a 2 CG, also e(w) = e�e(w) = ae(w)e(w) = ae(w) = e�. Damit haben wirDM = �"LG gezeigt, woraus die e-Monomialit�at von DM aus der von � folgt.6.3 Gruppenalgebra als HilbertraumIn den bisherigen Ausf�uhrungen dieses Kapitels haben wir die Hilbertraumstruktur der Grup-penalgebra CG ' C jGj , die verm�oge des Standardskalarproduktes induziert wird, niht ber�uk-sihtigt. In diesem Abshnitt untersuhen wir die Idempotente und die hergeleiteten Zerle-gungen in Hinblik auf das Standardskalarprodukt. Wie aus Satz 6.2.4 ersihtlih ist, spieltdabei die inverse diskrete Fouriertransformation eine entsheidende Rolle. In Abshnitt 6.3.1



76 KAPITEL 6. DFT-BASIERTE ZERLEGUNG DER GRUPPENALGEBRAleiten wir f�ur eine beliebige DFT D = �hk=1Dk eine Formel f�ur die Inverse D�1 her. Handeltes sih bei den Dk um unit�are Darstellungen, so wird die DFT-Abbildung D bis auf geeigneteNormierungen zu einer orthogonalen Transformation CG ! �hk=1C dk�dk bez�uglih der Stan-dardskalarprodukte, und die Idempotente e(w) lassen sih unmittelbar aus der DFT-Matrixablesen (siehe Abshnitt 6.3.2). Abshlie�end kommen wir in Abshnitt 6.3.3 auf die verall-gemeinerten Spektraltransformationen zu sprehen, die uns dann auh als Sprungbrett zurSignalverarbeitung dienen.Im folgenden verwenden wir das in der Signalverarbeitung �ublihe Skalarprodukt(f j f 0) :=Xg2G f(g)f 0(g); f; f 0 2 CG; (6.9)auf CG ' C jGj , das sih von dem in (2.1) de�nierten Skalarprodukt nur um den VorfaktorjGj�1 untersheidet.6.3.1 Inverse der DFT-MatrixSeiD eine DFT-Matrix einer endlihen Gruppe G. Die Inverse vonD ist eng verwandt mit dertransponierten Matrix DT . Dies folgt unmittelbar aus den Shur-Relationen, die im folgendenSatz formuliert sind (f�ur einen Beweis siehe Abshnitt 5.2 von [15℄).Satz 6.3.1 (Shur-Relationen) Seien D1; : : : ;Dh eine Transversale von irreduziblen Dar-stellungen von G vom Grad d1; : : : ; dh. Dann gelten f�ur alle 1 � k; k0 � h und 1 � �; � � dkund 1 � �0; � 0 � dk0 die folgenden Relationen:Xg2GDk(g)�� �Dk0(g�1)�0�0 = Ækk0Æ��0Æ��0 jGjdk :Wie in Abshnitt 2.2 beshrieben, werden die Spalten von D von den Elementen g 2 G unddie Zeilen durh S1�k�hf(k; �; �)j1 � �; � � dkg parametrisiert, wobei (k; �; �) die Position(�; �) in Dk beshreibt. Die Zeile (k; �; �) ist durh die KoordinatenfunktionenDk�� 2 CG; Dk��(g) := Dk(g)�� (6.10)beshrieben. Sei N := jGj. Wir de�nieren Permutationsmatrizen P;Q 2 C N�N , die bez�uglihder Standardbasen der Inversion (G 3 g 7! g�1) bzw. der Abbildung (k; �; �) 7! (k; �; �)entsprehen. O�ensihtlih gilt P = P T = P�1 bzw. Q = QT = Q�1, und aus den Shur-Relationen folgt D � P �DT �Q = hMk=1 jGjdk � Idd2k : (6.11)Damit ergibt sih folgende Formel f�ur die Inverse der DFT-Matrix:D�1 = P �DT �Q � hMk=1 dkjGj � Idd2k : (6.12)



6.3. GRUPPENALGEBRA ALS HILBERTRAUM 776.3.2 Unit�are DarstellungenEine Matrixdarstellung D von G hei�t unit�ar, falls alle D(g), g 2 G, unit�are Matrizen sind.Man kann zeigen, da� jede Darstellung zu einer unit�aren Darstellung �aquivalent ist. Wihtigist f�ur uns der folgende Fall:Lemma 6.3.2 Jede e-monomiale Matrix ist unit�ar. Insbesondere ist jede e-monomiale Dar-stellung unit�ar.Beweis: Sei ! eine primitive e-te Einheitswurzel und A = � �diag(!a1 ; : : : ; !aN ) 2 GL(N; C )eine e-monomiale Matrix beshrieben wie in Lemma 4.2.1. Dann folgtAT = diag(!�a1 ; : : : ; !�aN ) � ��1 = A�1: �Sei im folgenden D = �hk=1Dk eine unit�are DFT, d. h. alle Darstellungen Dk seien unit�ar.Aus den Shur-Relationen folgt dann die Orthogonalit�at der in (6.10) de�nierten Koordina-tenfunktionen: (Dk�� jDk0�0�0) = Xg2GDk(g)��Dk0(g)�0�0= Xg2GDk(g)��Dk0(g)T�0�0= Xg2GDk(g)��Dk0(g�1)�0�0= Ækk0Æ��0Æ��0 jGjdk : (6.13)Aus (6.11) folgt dann sofortDT = PDTQ und D�1 = DT � �hk=1 dkjGj � Idd2k : (6.14)Sei W := �kpdk=jGj � Idd2k , dann ist die Matrix WD unit�ar:WD �WDT =W �D �DT �W =W �Xk jGjdk Idd2k �W = IdN : (6.15)Wir fassen im folgenden Satz zusammen, welhe Folgerungen dies f�ur die Idempotente unddie Zerlegungen der Gruppenalgebra hat.Satz 6.3.3 Sei D = �hk=1Dk eine DFT einer endlihen au�osbaren Gruppe G mit unit�arenDarstellungen Dk und DFT-Matrix D. Dann gilt:(1) Die zentral-primitiven Idempotente ek sind paarweise orthogonal bez. (� j �). Die Wed-derburn-Zerlegung CG = �hk=1CGek ist eine orthogonale Summe von Unterr�aumen.



78 KAPITEL 6. DFT-BASIERTE ZERLEGUNG DER GRUPPENALGEBRA(2) Die Idempotente e(w) sind paarweise orthogonal bez. (� j �) und de�nieren eine orthogo-nale Summenzerlegung CG =L�2irr(G) Lw2W(�) CGe(w).(3) Der durh (k; v; w) bestimmte Spaltenvektor von D�1 aufgefa�t als KoeÆzientenvektoreines Elements in CG bez. der Standardbasis erzeugt den eindimensionalen Unterraume(v)CGe(w), und die Zerlegung CG =L�2irr(G) L(v;w)2W(�)2 e(v)CGe(w) ist orthogo-nal.Insbesondere gelten diese Aussagen f�ur jede T -adaptierte DFT einer �uberau�osbaren Gruppe.Beweis: Wegen Satz 6.2.2 sind nur noh die Orthogonalit�atsaussagen zu beweisen. Es wurdein (6.15) gezeigt, da� WD und damit auh (WD)�1 unit�ar ist. Da W eine Diagonalmatrixist, folgt daraus die Orthogonalit�at der Spalten von D�1 = (WD)�1 � W bez. (� j �). AusSatz 6.2.4 folgt, da� der KoeÆzientenvektor von e(w) bez. der Standardbasis in CG mit demdurh (k;w;w) bestimmten Spaltenvektor von D�1 �ubereinstimmt und der durh (k; v; w)bestimmte Spaltenvektor von D�1 aufgefa�t als KoeÆzientenvektor eines Elements in CGbez. der Standardbasis den eindimensionalen Unterraum e(v)CGe(w) erzeugt. Hieraus folgtsofort die Orthogonalit�at der e(w) und die der eindimensionalen Unterr�aume e(v)CGe(w). Dadie Summenzerlegungen von CG in (2) und (3) Vergr�oberungen der Zerlegung von (4) sindund ek 2 CGek gilt, folgen die Aussagen (1) bis (3). Ist G eine �uberau�osbare Gruppe, so istjede T -adaptierte Darstellung e-monomial und damit aufgrund von Lemma 6.3.2 unit�ar. �6.3.3 SpektraldarstellungWir verwenden im folgenden die Notation der vorherigen Abshnitte. Dabei sei D = �hk=1Dkdie DFT einer au�osbaren Gruppe G mit unit�aren Darstellungen Dk. Wie in (6.13) sind dienormalisierten Koordinatenfunktionen�k�� =pdk=jGj � Dk�� ; 1 � k � h; 1 � �; � � dk; (6.16)eine weitere Orthonormalbasis von CG. Die Darstellung einer Funktion f 2 CG bez�uglihdieser Orthonormalbasis f = Xk;�;�(f j�k��)�k�� (6.17)nennt man auh Fourierdarstellung von f bez. D. Die FourierkoeÆzienten f̂k�� := (f j�k��)gen�ugen f̂k�� =s dkjGj �Xg2G f(g)Dk(g)�� =s dkjGj �Dk(f)�� (6.18)und k�onnen daher �uber eine Auswertung der DFT D auf f und anshlie�ender Konjugationund Skalierung mit pdk=jGj berehnet werden. Ist D eine T -adaptierte DFT einer �uber-au�osbaren Gruppe G, so k�onnen mit Hilfe des FFT-Algorithmus alle FourierkoeÆzientenmit O(jGj � log jGj) Operationen bestimmt werden (siehe Satz 5.2.1).



6.4. BEISPIELE 796.4 BeispieleIn diesem Abshnitt geben wir einige Beispiele zu den verallgemeinerten Spektraltransforma-tionen, welhe u. a. die klassishe Fouriertransformation (Abshnitt 6.4.2) sowie die Walsh-Hadamard-Transformation - oder auh Haar-Wavelet-Paket-Zerlegung (Abshnitt 6.4.3) - alseinfahe Spezialf�alle umfassen. In den folgenden Abbildungen sind die Realteile und Ima-gin�arteile der in (6.16) de�nierten Koordinatenfunktion �k�� : G ! C f�ur einige GruppenG dargestellt. Dabei wird die "Zeitahse\ durh die Gruppenelemente g 2 G parametrisiert,die lexikographish in den Exponenten ihrer Normalform angeordnet sind (siehe Abshnitt5.3)). Die Koordinatenfunktionen wiederum sind lexikographish bez�uglih der Tripel (k; �; �)angeordnet (siehe (2.4)). Zum Zweke eines besseren optishen Eindruks sind die Werte derjeweiligen Koordinatenfunktionen durh einen Polygonzug verbunden, so da� der Eindrukkontinuierliher Funktionen entsteht. (Eigentlih handelt es sih bei den Graphen der diskre-ten Koordinatenfunktionen um diskrete Punktmengen.)6.4.1 Symmetrishe Gruppe S3Wir setzen unser Beispiel aus Abshnitt 5.4.1 fort. Die Inverse der dort angegebenen DFT-Matrix D der S3 l�a�t sih mit Hilfe von (6.14) sofort angeben:
D�1 = DT � 16 � 266666666664 1 0 0 0 0 00 1 0 0 0 00 0 2 0 0 00 0 0 2 0 00 0 0 0 2 00 0 0 0 0 2

377777777775 = 16 � 266666666664 1 1 2 0 0 21 1 2!4 0 0 2!21 1 2!2 0 0 2!41 �1 0 2 2 01 �1 0 2!2 2!4 01 �1 0 2!4 2!2 0
377777777775:Hieraus k�onnen sofort die zentral-primitiven Idempotente e1 aus der ersten, e2 aus der zweitenund e3 aus der Summe der dritten und sehsten Spalte abgelesen werden:e1 = 16(1 + g1 + g21 + g2 + g2g1 + g2g21);e2 = 16(1 + g1 + g21 � g2 � g2g1 � g2g21);e3 = 16(2 + 2!4g1 + 2!2g21 + 2 + 2!2g1 + 2!4g21) = 13(2� g1 � g21):Das Idempotent e3 l�a�t sih weiter in orthogonale primitive Idempotente e3 = e0+e00 zerlegen(e0 und e00 sind nat�urlih niht mehr zentral-primitiv), wobeie0 = 13(1 + !4g1 + !2g21);e00 = 13(1 + !2g1 + !4g21):



80 KAPITEL 6. DFT-BASIERTE ZERLEGUNG DER GRUPPENALGEBRAIn Abbildung 6.1 sind shlie�lih die Graphen der Real- und Imagin�arteile der Koordina-tenfunktionen �k�� dargestellt. Hierbei bezeihnet D1 die triviale Darstellung, D2 die durhdas Signum de�nierte Darstellung und D3 die in (3.10) de�nierte zweidimensionale Darstel-lung. Die Koordinatenfunktionen �1;1;1 bzw. �2;1;1 korrespondieren mit den DarstellungenD1 bzw. D2. Die vier Koordinatenfunktionen �3;1;1;�3;1;2;�3;2;1 und �3;2;2 entsprehen denvier Eintr�agen der darstellenden Matrizen von D3. Die Gruppenelemente sind entsprehendihrer lexikographishen Ordnung 1; g1; g21 ; g2; g2g1; g2g21 durhnumeriert. Die Numerierung derDarstellungen (lexikographish in den Tripeln (k; �; �)) steht an der rehten Seite jeder Zeile.Analog sind auh die Abbildungen der folgenden Beispiele zu verstehen.
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Abbildung 6.1: Koordinatenfunktionen �k�� der symmetrishen Gruppe S3



6.4. BEISPIELE 816.4.2 Klassishe Spektralzerlegung: Zyklishe Gruppe C37Im Fall der zyklishen Gruppe G der Ordnung N erh�alt man (bis auf eine eventuelle Umnu-merierung der Gruppenelemente und der Darstellungen, vgl. Abshnitt 5.4.2) die klassisheSpektralzerlegung. Bei den k-ten Koordinatenfunktionen �k;1;1, k = 1; : : : ; N , handelt es sihum die an den Stellen t = 0; : : : ; N � 1 abgetasteten Exponentialfunktionent 7! exp�t � (k � 1) � 2�iN � :In Abbildung 6.2 ist der Fall der zyklishen Gruppe C37 dargestellt. Hier hat die Hauptreihedie L�ange n = 1 und die lexikographishe Ordnung stimmt mit der durh die Gr�o�e desExponenten des Erzeugers g1 de�nierten Ordnung �uberein. F�ur hohe Frequenzen (ab derNyquist-Frequenz N=2) erkennt man die Aliasinge�ekte, d. h. gro�e positive Frequenzen N�ksind niht von kleinen negativen Frequenzen �k zu untersheiden (siehe auh [65℄).
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82 KAPITEL 6. DFT-BASIERTE ZERLEGUNG DER GRUPPENALGEBRA6.4.3 Walsh-Hadamard-Transformation: Elementar-abelshe Gruppe (C2)5Im Fall der elementar-abelshen Gruppen G = (C2)n, n 2 N, wird die diskrete Fourier-transformation auh Walsh-Hadamard-Transformation und die zugeh�orige SpektralzerlegungHaar-Wavelet-Paket-Zerlegung genannt. In Abbildung 6.3 sieht man die Haar-Wavelet-Paketeder Stufe n = 5, die den eindimensionalen Darstellungen, also den Charakteren der Gruppe(C2)5 entsprehen, welhe rein reell sind. F�ur eine signaltheoretishe Frequenz-Interpretationder entsprehenden SpektralkoeÆzienten m�ussen die Koordinatenfunktionen umsortiert wer-den (nah der sogenannten Paley-Ordnung). F�ur weitere Einzelheiten verweisen wir auf [65℄.
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6.4. BEISPIELE 836.4.4 Diedergruppe D19Es sei p eine Primzahl und Dp die Diedergruppe der Ordnung N = 2 �p. Eine p-Pr�asentationist durh Dp ' hg1; g2 j gp1 = 1; g22 = 1; [g1; g2℄ = gp�21 i; (6.19)gegeben. SeiD = �hk=1Dk die durh den BC-Algorithmus konstruierte e-monomiale DFT. Dphat genau zwei eindimensionale irreduzible Darstellungen, die mit D1 (triviale Darstellung)undD2 bezeihnet seien. Alle anderen irreduziblen DarstellungenDk, k = 3; : : : ; h = p�12 , sindzweidimensional. Da es sih bei diesen Darstellungen um monomiale Darstellungen handelt,haben die darstellenden Matrizen eine der folgenden Formen:Dk(g1̀) = � � 00 � � oder Dk(g2g1̀) = � 0 �� 0 � (6.20)f�ur ` = 0; : : : p � 1, k � 3. Die entsprehenden Koordinatenfunktionen vershwinden alsoentweder auf g1̀ oder auf g2g1̀ f�ur ` = 0; : : : ; p� 1. Diese Tr�agereigenshaft der Koordinaten-funktionen wird auh durh Abbildung 6.4 am Beispiel der D19 illustriert. Wir werden noheinmal in den Beispielen von Abshnitt 7.3 hierauf zur�ukkommen.
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84 KAPITEL 6. DFT-BASIERTE ZERLEGUNG DER GRUPPENALGEBRA6.4.5 2-Gruppe G128Zum Abshlu� dieses Kapitels seien an dieser Stelle noh die 128 Koordinatenfunktionen zuden durh den BC-Algorithmus konstruierten Darstellungen der in Abshnitt 2.3 de�niertenGruppe G128 abgebildet. Wir kommen im n�ahsten Kapitel noh einmal auf dieses Beispielzur�uk.
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Kapitel 7DFT-basierte Signalverarbeitung
Momentan gibt es nur wenige Anwendungsgebiete verallgemeinerter diskreter Fouriertransfor-mationen und deren Spektraltransformationen. Dies liegt unter anderem daran, da� es meistshwierig ist, die verallgemeinerten SpektralkoeÆzienten sinnvoll zu interpretieren. Spezi-alf�alle haben Anwendungen haupts�ahlih im Bereih der Signalverarbeitung und Statistikgefunden (siehe u. a. [15, 24, 25℄). Einen �Uberblik hierf�ur liefert auh der Artikel [51℄ vonRokmore (1995). In dem im letzten Jahr ershienenen Artikel [29℄ wird die Anwendungverallgemeinerter DFTs niht-abelsher Gruppen (Kranzprodukte zyklisher Gruppen) imBereih der Bildverarbeitung beshrieben. Diese DFTs umfassen viele bekannte Transforma-tionen wie die Haar-Wavelet-Transformation und vershiedene Multikanal-Filterbankb�aumeals Spezialf�alle.Dieses Kapitel befa�t sih mit einigen Anwendungen der verallgemeinerten Spektralzerlegun-gen im Bereih der digitalen Signalverarbeitung zur Signalanalyse und Datenkompression. InAbshnitt 7.1 beshreiben wir, wie sih die Menge der verallgemeinerten SpektralkoeÆzien-ten mit Hilfe der Multiskalenanalyse in Teilmengen zerlegen l�a�t, so da� die KoeÆzientenjeder Teilmenge grob einem Frequenzband zugeordnet werden k�onnen. Eine Multiskalenana-lyse entspriht dabei einer Folge von Partitionen der Eins der Gruppenalgebra CG. In [15℄,Kapitel 11, deuten Clausen und Baum einen Algorithmus zur eÆzienten Datenkompressionmittels verallgemeinerter DFTs an. Wir stellen nun in Abshnitt 7.2 ein Gesamtsystem vor,das diese Ideen erstmalig realisiert, und diskutieren einige der durhgef�uhrten Experimentezur randomisierten Datenkompression.7.1 Zerlegung von Signalr�aumenIn diesem Abshnitt widmen wir uns der Analyse des Signalraums L2(X) := ff : X ! C g, aufdessen endliher De�nitionsmenge X eine Gruppe G transitiv operiert. In Abshnitt 7.1.1 zei-gen wir, wie solhe Signale als Elemente der Gruppenalgebra CG aufgefa�t werden k�onnen.Untergruppenketten von G f�uhren zu einer G-invarianten Filtration des Signalraums. Diesf�uhrt auf das Konzept der diskreten Multiskalenanalyse (MRA), das wir in Abshnitt 7.1.2behandeln. Die durh die MRA de�nierte Zerlegung des Signalraums L2(X) = �n+1i=1Wi er-laubt eine Frequenzinterpretation der G-invarianten Komponenten Wi (Abshnitt 7.1.3). In85



86 KAPITEL 7. DFT-BASIERTE SIGNALVERARBEITUNGAbshnitt 7.1.4 zeigen wir, da� die MRA-Zerlegung durh die Wedderburn-Zerlegung verfei-nert wird. Dies erlaubt eine Zuordnung der Koordinatenfunktion zu den der MRA-Zerlegungkorrespondierenden Frequenzb�andern. Wir erl�autern in Abshnitt 7.1.5 die Theorie am Bei-spiel der Gruppe G128.7.1.1 Signalr�aumeDer Anfang dieser Zusammenfassung folgt den Ausf�uhrungen von [29℄. Nahfolgend wirdbeshrieben, wie sih die entsprehenden Aussagen mit Hilfe von Idempotenten formulierenlassen.Sei X eine endlihe Menge, bei der wir z. B. an eine diskrete Menge von Zeitpunkten oderan ein Gitter im Raum denken k�onnen. Ein Signal ist im folgenden eine komplexwertigeAbbildung f : X ! C . Der komplexe Vektorraum aller Signale wird zusammen mit demanalog zu 6.9 de�nierten Standardskalarprodukt (� j �) zu einem Hilbertraum, den wir mitL2(X) bezeihnen. Fixiert man eine Ordnung auf X, so kann L2(X) mit dem C N , N := jXj,identi�ziert werden.Sei G eine endlihe Gruppe, die auf X operiert. F�ur g 2 G und x 2 X shreiben wir danngx f�ur das Bild unter der von g de�nierten Permutation auf X und bezeihnen gx als das umg translatierte Element x. Mit der Operation von G auf X ist eine Darstellung von G aufL2(X) assoziiert, die durh(g � f)(x) := f(g�1x); f�ur alle x 2 X; (7.1)f�ur g 2 G und f 2 L2(X) de�niert ist. Dies ist einfah die Permutationsdarstellung von G aufL2(X). Das Signal g � f hei�t das Translat von f um g.Sei x0 2 X ein ausgezeihneter Punkt und Gx0 der Stabilisator von x0 in G. Operiert Gtransitiv auf X, dann gibt es f�ur jedes x 2 X ein gx 2 G, so da� gxx0 = x gilt. Die Zuordnungx 7! gxGx0 de�niert eine Bijektion, welhe mit der G-Operation auf X und der durh Links-multiplikation de�nierten G-Operation auf G=Gx0 vertr�aglih ist. Wir k�onnen daher X undG=Gx0 als G-Mengen identi�zieren. L2(X) ' L(G=Gx0) kann mit dem folgenden Unterraumvon L2(G) identi�ziert werden:L2(G;Gx0) := ff 2 L2(G) j f(gh) = f(g); f�ur alle g 2 G;h 2 Gx0g (7.2)sei der Unterraum des Signalraums L2(G), bestehend aus den auf den Linksnebenklassen vonGx0 konstanten Signalen. Die Abbildung�X : L2(G)! L2(X); �X(f)(x) = Xg2gxGx0 f(g); (7.3)f 2 L2(G), x 2 X, de�niert eine G-lineare Abbildung. Anshaulih wird die Funktion f 2L2(G) durh �X auf ihren Linksnebenklassen gxGx0 gemittelt und mit jGx0 j multipliziert.Die Einshr�ankung von �X auf L2(G;Gx0) ist ein G-linearer Isomorphismus mittels demdie Signalr�aume L2(X) und L2(G;Gx0) identi�ziert werden. Zusammenfassend haben wirgezeigt, da� eine transitive Operation einer endlihen Gruppe G auf einer Menge X zu einerdurh Linkstranslation de�nierten G-Operation auf der Menge G=H der Linksnebenklassen



7.1. ZERLEGUNG VON SIGNALR�AUMEN 87�aquivalent ist, wobei H der Stabilisator eines Punktes von X ist. Die durh die G-Operationauf L2(X) ' L2(G;H) de�nierte Darstellung ist die nah G induzierte triviale Darstellung1H von H, also 1H"G (siehe Abshnitt 3:3 von [52℄).Wir wollen nun beshreiben, wie sih die Projektionsabbildungen durh Idempotente aus-dr�uken lassen. Sei H � G eine Untergruppe, dann ist L2(H) = CH eine Unteralgebra vonL2(G) = CG. Der analog zu (7.2) de�nierte Signalraum L2(G;H) ist ebenfalls eine Unter-algebra von L2(G), die invariant unter G-Links- und G-Rehtsmultiplikation ist. Man siehtleiht, da� eH := 1jHj Xh2H h 2 L2(H) (7.4)ein Idempotent de�niert. Die Faltung mit eH in der Algebra L2(G) de�niert eine Projekti-onsabbildung �(G;H) : L2(G)! L2(G;H); �(G;H)(f) := f � eH : (7.5)F�ur f 2 L2(G) und x 2 G zeigt die Rehnung�(G;H)(f)(x) = (f � eH)(x)= Xg2G f(g) � eH(g�1x)= 1jHj � Xg2xH f(g);da� unter den angegebenen Identi�kationen die Projektion �X von (7.3) gerade der Projektion�(G;H) entspriht. Die Projektion �(G;H) wird auh Radontransformation genannt, die mansih als "Verklumpungsoperator\ vorstellen kann. Der Wert �G;H(f)(g0) f�ur ein g0 2 G ergibtsih als Mittelung der Werte f(g) �uber die Elemente g der Linksnebenklasse g0H. Analog zu(7.5) hat man f�ur Untergruppen H � K � G eine Radonabbildung � : L2(G;H)! L2(G;K).Wir verweisen auf [10℄ f�ur eine allgemeine De�nition der Radonabbildungen.7.1.2 Multiskalenanalyse (MRA)Ausgehend von zwei vershiedenen Rihtungen - der reinen Mathematik und der Bildverar-beitung -, haben Yves Meyer und St�ephane Mallat die Theorie der sogenannten Multiskalen-analyse oder MRA (multiresolution analysis) begr�undet (siehe [41℄). Eine MRA erm�ogliht es,ein Signal in vershiedenen Au�osungen zu betrahten, die sih jeweils um einen Faktor zweiuntersheiden. Dabei kann die Di�erenz zweier solher Au�osungen als Folge von Wavelet-koef�zienten (einer diskreten orthogonalen Wavelettransformation) kodiert werden, f�ur derenBerehnung es shnelle Algorithmen gibt. F�ur den sp�ateren Vergleih mit einer diskretenVersion der MRA geben wir zun�ahst die De�nition der klassishen MRA an:De�nition 7.1.1 Eine Multiskalenanalyse (MRA) des L2(R) ist eine aufsteigende Folge ab-geshlossener Unterr�aume Vi � L2(R) mit den folgenden Eigenshaften:(1) f0g � : : : � V2 � V1 � V0 � V�1 � V�2 � : : : � L2(R) mit Si2ZVi = L2(R) undTi2ZVi = f0g.



88 KAPITEL 7. DFT-BASIERTE SIGNALVERARBEITUNG(2) Die R�aume Vi sind translationsinvariant: Sei f 2 Vi, dann folgt 8t 2 R : f(� � t) 2 Vi.(3) Es existiert eine Funktion ' 2 L2(R), die auh als Skalierungsfunktion bezeihnetwird, deren ganzzahligen Translate eine Orthonormalbasis von V0 erzeugen, d. h. V0 =spanf'(� � k)jk 2 Zg.(4) Der Raum Vi ist im folgenden Sinne eine skalierte Version des Raumes V0: f 2 Vi ()f(2i � ) 2 V0:Sei Wi das orthogonale Komplement von Vi in Vi�1. Das folgende wihtige Hauptergebnisstellt nun den Zusammenhang zwishen der Wavelettheorie und den MRAs her: Zu jeder MRAexistiert ein Wavelet  , das sogenannte "Mutterwavelet\, dessen translatierte und dilatierteVersionen  i;k(x) := 2�i=2 (2�ix� k), k 2 Z, f�ur jedes i 2 Z eine Orthonormalbasis desRaumes Wi bilden. Damit l�a�t sih der Signalraum L2(R) =Lj2ZWj bez�uglih der Wavelet-basis zerlegen. Wir verweisen auf [23℄ f�ur weitere Einzelheiten.Das Konzept der MRA wurde auf den Fall diskreter Signalr�aume �ubertragen (siehe z. B.[29, 57℄). Hierbei wird der betrahtete Signalraum, auf dem eine Gruppe G von Symme-trien operiert, durh eine Kette G-invarianter Unterr�aume �ltriert, die den vershiedenenAu�osungen entsprehen. Der "Di�erenzraum\ zweier Au�osungen l�a�t sih weiter in irredu-zible G-invariante Unterr�aume zerlegen. Dies entspriht der Zerlegung eines Signals in seineSpektralkomponenten bez�uglih G (siehe z. B. [15, 25℄).Sei G zun�ahst eine beliebige endlihe Gruppe, H � G eine Untergruppe und G = Gn �Gn�1 � : : : � G0 = H eine Untergruppenkette relativ zu H. Analog zu (7.2) de�nieren wirdie Signalr�aume Vi := L2(G;Gi) � L2(G) f�ur 0 � i � n und setzen Vn+1 := f0g. Dann istf0g = Vn+1 � Vn � Vn�1 � : : : � V1 � V0 = L2(G;H) (7.6)eine G-invariante Filtration von L2(G;H). Der Raum Vn besteht aus den auf G konstantenFunktionen.Die Radonabbildung �i : V0 ! Vi, 1 � i � n, ist durh Rehtsmultiplikation in der Gruppenal-gebra mit dem Idempotent eGi := jGij�1Pg2Gi g de�niert. Die Einshr�ankung von �i aufVi�1, die wir ebenfalls mit �i bezeihnen, de�niert ebenso eine G-lineare Projektionsabbildungauf Vi. Weiterhin sei �n+1 die Projektion auf den trivialen Raum Vn+1 = f0g. Das G-invarianteorthogonale Komplement zu Vi � Vi�1 ist durh den Kern Wi := ff 2 Vi�1 j �i(f) = 0g von�i de�niert. Damit gilt Vi�1 = Vi�Wi. Bezeihnen wir die Projektionen von Vi�1 auf Wi mit�i, dann giltL2(G;H) = V0 �1�! V1 �2�! V2 : : : Vn �n+1�! Vn+1 = f0g;�1& �2& �n+1&W1 W2 : : : Wn+1und L2(G;H) = V0 = �n+1i=1Wi ist eine orthogonale Zerlegung in G-invariante Unterr�aume,die wir im folgenden als MRA-Zerlegung bezeihnen. Analog zur Multiskalenanalyse f�ur kon-tinuierlihe Signalr�aume (siehe De�nition 7.1.1) haben wir folgende diskrete Version:



7.1. ZERLEGUNG VON SIGNALR�AUMEN 89Satz 7.1.2 Sei G eine endlihe Gruppe mit Untergruppenkette G = Gn � : : : � G0 = H, dieauf dem Signalraum L2(X), X := G=H, operiert. Mit den zuvor eingef�uhrten Bezeihnungenhaben wir die folgende diskrete Version einer MRA f�ur L2(X):(1) Aufsteigende Kette von Unterr�aumen: f0g = Vn+1 � Vn � : : : � V1 � V0 = L2(X), alsoinsbesondere Si Vi = L2(X) und Ti Vi = f0g:(2) Translationsinvarianz (G-Invarianz) der Vi: Sei f 2 Vi, dann folgt 8g 2 G : g � f 2 Vi:(3) Der Skalierungsfunktion entspriht das Idempotent eH := jHj�1Ph2H h 2 V0. Sei L �G ein Repr�asentantensystem der Linksnebenklassen von H in G, dann ist f`�eH j ` 2 Lgeine Orthonormalbasis von V0.(4) Die Radonabbildung �i stellt den Zusammenhang zwishen den vershiedenen Au�osun-gen her und entspriht in gewissem Sinne der Skalierbarkeitseigenshaft (4) von De�-nition 7:1:1: f 2 V0 ) �i(f) 2 Vi.Aus Siht der Idempotente ist die diskrete MRA nihts anderes als eine shrittweise Zerlegungder 1 2 CG in paarweise orthogonale Idempotente. Der Zerlegung in Linksideale V0 =W1�V1entspriht die Partition ~�1 := (1� eG1 ; eG1) (siehe Satz 6.1.3). Im n�ahsten Shritt wird nunV1 weiter zerlegt, was mit einer weiteren Zerlegung von eG1 korrespondiert. Man sieht leiht,da� zu der Zerlegung V0 =W1 �W2 � V2 die Partition ~�2 := (1� eG1 ; eG1 � eG2 ; eG2) geh�ort.Aus eG2eG1 = eG2 folgt sofort, da� ~�2 tats�ahlih eine Partition der Eins de�niert. Induktiverhalten wird damit eine Folge von Partitionen der Eins, die bez�uglih der in (6.4) de�niertenHalbordnung � eine linear angeordnete Kette bilden:~�1 � ~�2 � : : : � ~�n�1 � ~�n:Dabei enspriht der feinsten Zerlegung L2(G;H) = V0 = �n+1i=1Wi die Partition~�n = (1� eG1 ; eG1 � eG2 ; : : : ; eGn�1 � eGn ; eGn):7.1.3 Frequenzinterpretation der MRAWie shon der Name der Multiskalenanalyse besagt, entsprehen die R�aume Vi Au�osungendes Signalraums L2(X) auf vershiedenen "Skalen\. Mit wahsendem i ist die Projektion�i(f) eines Signals f 2 L2(X) eine immer gr�obere Approximation von f . Die i-te Au�osung�i(f) erh�alt man durh Mittelwertbildung �uber die Linksnebenklassen von Gi, was bei unsererKonvention f�ur die Numerierung der Gruppenelemente (siehe Abshnitt 5.3) der Mittelwert-bildung jeweils jGij benahbarter Werte entspriht.Das Idempotent eGi kann aus Siht der Signaltheorie als Filter h = (hk)k2Z interpretiertwerden, dessen niht vershwindende FilterkoeÆzienten durh h0 = h1 = : : : = hjGij�1 = 1jGijgegeben sind. Die sogenannte Frequenzantwort ist durh die FourierreiheH(!) :=Xk2Zhke�2�ik! (7.7)



90 KAPITEL 7. DFT-BASIERTE SIGNALVERARBEITUNGde�niert. Da die FilterkoeÆzienten hk reell sind, ist die durh den Betrag der Frequenzant-wort de�nierte Funktion ! 7! jH(!)j, die auh als Amplitudengang bezeihnet wird, einegerade Funktion der Periode 1. Damit ist der Amplitudengang durh Angabe auf dem Be-reih �0; 12� vollst�andig beshrieben. Entsprehend der Natur des Amplitudengangs werdenFilter typisherweise in Tiefpa��lter (tiefe Frequenzen werden durhgelassen, hohe gesperrt),Hohpa��lter (hohe Frequenzen werden durhgelassen, tiefe gesperrt) und Bandpa��lter (nurein bestimmtes Frequenzband, das die Frequenz Null niht enth�alt, wird durhgelassen, alles�ubrige gesperrt) eingeteilt (siehe Abbildung 7.1).
(a)

1/2 1/2

(b)

1/2

(c)

1/4 1/4 1/4

ω ω ωAbbildung 7.1: Amplitudengang eines idealen (a) Tief-, (b) Hoh- und () Bandpa��lters.Bei diskreten Signalen der L�ange N lassen sih gro�e positive Frequenzen niht von kleinennegativen Frequenzen untersheiden, d. h. die Zahl der Oszillationen der Exponentialfunktionder Frequenz ! stimmt mit der der Frequenz N�! �uberein. Dieser Sahverhalt wird durh dasNyquist-Theorem ausgedr�ukt: Die maximal untersheidbare Frequenz oder Nyquist-Frequenzf�ur diese Abtastrate ist N=2 Oszillationen pro N Einheiten, also 12 . Wir wollen an dieserStelle f�ur weitere Einzelheiten auf die Standardliteratur der digitalen Signaltheorie (siehe z. B.[33, 64, 65℄) verweisen. Untersuht man die Frequenzantworten der durh die Idempotente eGiund eGi�1 � eGi de�nierten Filter, so ergibt sih der folgende Satz:Satz 7.1.3 Sei G = Gn � : : : � G0 = f0g eine Untergruppenkette und f 2 L2(G). Diezugeh�orige diskrete MRA l�a�t sih auf folgende Weise signaltheoretish interpretieren:� Die Projektion �i(f) auf Vi, 1 � i � n, entspriht einer Filterung von f mit demdurh eGi de�nierten Tiefpa��lter. Der Durhla�bereih des Filters (bei niht-idealenFiltern nah De�nition der Bereih, bei dem der Amplitudengang unter einem gewissenShwellenwert liegt) entspriht dabei dem Intervall h0; 12jGiji.� Die Projektion �i(f) auf Wi, 1 � i � n, entspriht einer Filterung von f mit dem durheGi�1 � eGi de�nierten Bandpa��lter. Hierbei setzen wir eG0 = 1. Der Durhla�bereihdes Filters entspriht dabei dem Intervall h 12jGij ; 12jGi�1ji. Aus der De�nition Vn+1 = f0gfolgt weiterhin �n+1(f) = �n(f).



7.1. ZERLEGUNG VON SIGNALR�AUMEN 91Die Abbildung 7.2 illustriert diese Frequenz-Interpretation am Beispiel der MRA bez�uglih ei-ner Kompositionsreihe einer 2-Gruppe. Es sind jeweils die Amplitudeng�ange der den R�aumenVi und Wi entprehenden Filter f�ur i = 1; : : : ; 4 dargestellt.
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Abbildung 7.2: Amplitudeng�ange der mit den R�aumen Vi und Wi korrespondierenden Filter.In Abbildung 7.3 ist ein Beispiel f�ur eine Multiskalenanalyse bez�uglih einer Kompositions-reihe einer 2-Gruppe der Ordnung 256 dargestellt. Die MRA-Zerlegung ist in diesem Fall dieHaar-Wavelet-Zerlegung. Beim Signal f handelt es sih um die �Uberlagerung zweier Sinus-shwingungen der Frequenzen 5 bzw. 50 mit zwei zus�atzlihen Impulsen an den Stellen 64und 128.
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7Abbildung 7.3: MRA bez�uglih der Kompositionsreihe einer 2-Gruppe der Ordnung 256.



7.1. ZERLEGUNG VON SIGNALR�AUMEN 937.1.4 MRA und SpektralzerlegungIn diesem Abshnitt wollen wir die Idee der Multiskalenanalyse auf den Fall endliher au�osba-rer GruppenGmit Kompositionsreihe T = (G = GnB: : :BG1BG0 = f1g) anwenden. Wir zei-gen zun�ahst, da� die Zerlegung von L2(G) = CG in isotypishe Komponenten (Wedderburn-Zerlegung, siehe Korollar 6.2.1) eine Verfeinerung der durh die MRA de�nierten Zerlegungist. Dabei verwenden wir die in Abshnitt 6.2.1 eingef�uhrte Notation.Sei also Irr(G) = fD1; : : : ;Dhg eine Transversale irreduzibler Darstellungen und irr(G) dieMenge der zugeh�origen irreduziblen Charaktere. Wir de�nieren f�ur 0 � i � n die TeilmengenIrr(G;Gi) := fD 2 Irr(G) j Gi � ker(D)g (7.8)der auf Gi trivialen Darstellungen von Irr(G) und die Teilmenge irr(G;Gi) der zugeh�origenCharaktere. Auf Gi triviale Darstellungen von G entsprehen o�ensihtlih eineindeutig denDarstellungen von G=Gi und f ~D : gGi 7! D(g) j D 2 Irr(G;Gi)g de�niert eine TransversaleIrr(G=Gi) irreduzibler Darstellungen von G=Gi. Die Charaktere zu ~D seien mit ~� bezeihnet.Dann gilt f�ur die durh (6.7) de�nierten Idempotente e~� nah Korollar 6.2.1 die Gleihung1 = X~�2irr(G=Gi) e~� =X~� � ~�(1)jG=Gij � Xg2G=Gi ~�(g�1)g� = Xg2G=Gi �X~� ~�(1)jG=Gij � ~�(g�1)�g:Hieraus folgt: X~�2irr(G=Gi) ~�(1)jG=Gij � ~�(g�1) = Æg;1: (7.9)Es sei L � G ein Vertretersystem der Linksnebenklassen von Gi in G mit 1 2 L als Vertreterder Linksnebenklasse Gi. Es bezeihne `Gi die Klasse von ` 2 L in G=Gi. Da �((` � h)�1) =~�(`�1Gi) f�ur alle ` 2 L und h 2 Gi gilt, folgt aus (7.9):X�2irr(G;Gi) e� = X�2irr(G;Gi)��(1)jGj �Xg2G�(g�1)g�= X�2irr(G;Gi)�X̀2L Xh2Gi 1jGij � �(1)jG=Gij � �(h�1 � `�1)` � h�= 1jGij � Xh2Gi �X̀2L h X~�2irr(G=Gi) ~�(1)jG=Gij � ~�(`�1Gi)i `�h(7:9)= 1jGij � Xh2Gi ~̀� h= eGiMit anderen Worten, das Idempotent eGi l�a�t sih als Summe der Idempotente e�,� 2 irr(G;Gi), shreiben. Da CGe� gerade die �-isotypishen Komponenten der Wedderburn-Zerlegung de�niert, ergibt sih der folgende Satz:



94 KAPITEL 7. DFT-BASIERTE SIGNALVERARBEITUNGSatz 7.1.4 Sei G eine endlihe au�osbare Gruppe mit Kompositionsreihe T . Dann ist dieZerlegung von L2(G) = CG in seine isotypishen Komponenten (Wedderburn-Zerlegung) eineVerfeinerung der MRA-Zerlegung L2(G) = �n+1i=1Wi. Insbesondere gilt:eGi = X�2irr(G;Gi) e�; 0 � i � n;Vi = M�2irr(G;Gi) CGe� ; 0 � i � n;Wi = M�2irr(G;Gi�1)nirr(G;Gi) CGe� ; 1 � i � n;Wn+1 = Vn:Wir kommen nun auf die in Abshnitt 6.3.3 de�nierte Spektraldarstellung zur�uk. Mit dendort eingef�uhrten Bezeihnungen l�a�t sih ein Signal f 2 L2(G) in seine Spektralkomponentenf = Pk�� f̂k���k�� mit den SpektralkoeÆzienten f̂k�� = (f j�k��) zerlegen. Nah (3) vonSatz 6.3.3 ist diese Zerlegung eine Verfeinerung der Wedderburn-Zerlegung und damit auhder MRA-Zerlegung. Mit anderen Worten, es gibt f�ur jede Koordinatenfunktion �k�� genauein i 2 [1 : n+ 1℄, so da� �k�� 2Wi gilt. Genauer gilt:Korollar 7.1.5 Sei � := f�k�� ; 1 � k � h; 1 � �; � � dkg die Menge aller Koordinaten-funktionen zu einer DFT D = �hk=1Dk. Dann de�niert�i := f�k�� 2 Irr(G;Gi�1) n Irr(G;Gi)g; 1 � i � n+ 1;eine Partition von �. Weiterhin bilden die Koordinatenfunktionen von �i eine Orthonormal-basis f�ur Wi.Ist f 2 L2(G) ein Signal, so ist die Gr�o�e des SpektralkoeÆzienten f̂k�� ein Ma� daf�ur, mitwelher Energie die Koordinatenfunktion �k�� in f "enthalten\ ist. Daher kann man aus denSpektralkoeÆzienten zu den Koordinatenfunktionen von �i ablesen, wie sih die Energie desSignals f auf die zu Wi korrespondierenden Frequenzb�ander verteilt.Abshlie�end sei angemerkt, da� die MRA-Zerlegung nur von den Ordnungen der GruppenGi, also dem Tupel (jGnj; jGn�1j; : : : ; jG1j), abh�angt. So stimmen z. B. f�ur p-Gruppen festerOrdnung die MRA-Zerlegungen bez�uglih beliebiger Hauptreihen �uberein. Erst bei der Wed-derburn-Zerlegung oder Spektralzerlegung treten dann die gruppenspezi�shen Untershiedeauf.



7.1. ZERLEGUNG VON SIGNALR�AUMEN 957.1.5 Beispiel: 2-Gruppe G128Wir wollen die �Uberlegungen dieses Abshnitts am Beispiel der in Abshnitt 2.3 de�nier-ten Gruppe G128 veranshaulihen. Die Knoten der obersten Stufe des Charaktergraphen inAbbildung 7.4 entsprehen den irreduziblen Darstellungen in Irr(G128). Die Menge �i derKoordinatenfunktionen l�a�t sih im Charaktergraph leiht anshaulih identi�zieren: Die ent-sprehenden Darstellungen sind gerade diejenigen, die sih �uber der trivialen Darstellungvon Gi�1, aber niht �uber der trivialen Darstellung von Gi be�nden. In Abbildung 7.4 sinddies gerade die Koordinatenfunktionen zu den Darstellungen der obersten Stufe 7, derenEinsh�ankung auf Gi die Darstellung Di;1 enthalten.
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Abbildung 7.4: Partitionierung der Darstellungen von G128 gem�a� der MRA.In Abbildung 7.5 sind gem�a� der Partitionierung � = [8i=1�i alle Koordinatenfunktionen vonG128 dargestellt. Aus Gr�unden der �Ubersihtlihkeit wurden nur die Realteile der Koordina-tenfunktionen abgebildet (vgl. mit Abbildung 6.5, wo sowohl die Real- also auh Imagin�arteiledargestellt sind). Nah Satz 7.1.3 k�onnen die Koordinatenfunktionen von �i, 1 � i � 7, demFrequenzband h 12jGij ; 12jGi�1ji und die von �8 dem Frequenzband h0; 12jG7ji zugeordnet werden.Mit fallendem i beinhalten die entsprehenden Frequenzb�ander immer gr�o�ere Frequenzen.Diese Interpretation wird auh durh Abbildung 7.5 best�atigt. F�ur fallendes i werden dieOszillationen der Koordinatenfunktionen immer st�arker.
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7.2. DATENKOMPRESSION 977.2 DatenkompressionDie grundlegende Idee der Fourieranalyse ist, da� die Spektraldarstellung einer FunktionSymmetrien o�enbaren kann, die im De�nitionsbereih des Signals ("Zeitbereih\) verstektsind. Wird das Fourierspektrum von einigen wenigen gro�en KoeÆzienten dominiert, dannist das Signal f ann�ahernd eine Linearkombination der entsprehenden Koordinatenfunktio-nen. Diese Konzentration der Signalenergie kann z. B. f�ur Kompressionszweke ausgenutztwerden. In diesem Abshnitt besprehen wir, wie auf solhe Weise verallgemeinerte Spek-traltransformationen zur eÆzienten Datenkompression eingesetzt werden k�onnen. Grundz�ugeder Ideen wurden von Clausen und Baum in Kapitel 11 von [15℄ dargestellt. Wir stellen einGesamtsystem vor, das diese Ideen erstmalig realisiert.7.2.1 ThresholdingAngenommen, wir wollen einen beliebigen komplexen Datenvektor f 2 C N der L�ange N 2 Nkomprimieren. Hierbei nehmen wir eine kleine kontrollierbare St�orung der Daten in Kauf, diedurh eine Genauigkeitsshranke vorgegeben ist. Folgende auf einer Spektralanalyse beruhen-de Methode zur Datenkompression ist denkbar:(1) W�ahle eine endlihe Gruppe G der Ordnung N .(2) Numeriere die Elemente von G, so da� der Datenvektor f als Element der Gruppenal-gebra CG aufgefa�t werden kann.(3) Berehne die verallgemeinerten SpektralkoeÆzienten f̂k�� von f bez�uglih G.(4) Speihere nur die gro�en SpektralkoeÆzienten mit ihren jeweiligen Positionen. Die klei-neren SpektralkoeÆzienten werden einfah weggelassen.Ist die Energie von f in wenigen gro�en SpektralkoeÆzienten konzentriert, so k�onnen auf dieseWeise hohe Kompressionsraten erzielt werden. Sei I die Indexmenge f�ur die abgespeihertenSpektralkoeÆzienten, dann ist ~f := X(k��)2I f̂k���k�� (7.10)die komprimierte, approximative Version des Originalsignals f . Der Fehler bez�uglih der eu-klidishen Norm jj � jj2 ergibt sih wegen der Orthogonalit�at der Spektraltransformation ausder Formel von Planherel:jjf � ~f jj22 = (f � ~f j f � ~f) = X(k��)=2I jf̂k�� j2: (7.11)Das Verfahren, bei dem KoeÆzienten im Transformationsbereih entfernt werden, deren Be-trag unter einem festgelegten Shwellenwert (Threshold) liegen, nennt man auh Threshol-ding. Es gibt vershiedene Strategien, die Anzahl der zu verbleibenden SpektralkoeÆzientenzu bestimmen:



98 KAPITEL 7. DFT-BASIERTE SIGNALVERARBEITUNG(1) W�ahle eine globale Shranke Æ und f�uhre damit das Thresholding durh. Entferne alsoalle SpektralkoeÆzienten f̂k�� mit jf̂k�� j � Æ.(2) Lege eine Kompressionsrate fest und w�ahle entsprehend dieser Rate die betragsm�a�iggr�o�ten SpektralkoeÆzienten aus. Bei einer Kompressionsrate von 1 : 10 werden also10% Prozent der betragsm�a�ig gr�o�ten KoeÆzienten ausgew�ahlt und 90% der KoeÆzi-enten auf Null gesetzt.(3) W�ahle bez�uglih der euklidishen Norm eine Genauigkeitsshranke, innerhalb der daskomprimierte Signal ~f relativ zu f liegen soll. Die relative jj � jj2-Genauigkeit wird imfolgenden in Prozent angegeben und durhjj ~f jj2jjf jj2 � 100%:berehnet. Mit der Genauigkeitsshranke in Prozent ergibt sih dann eine Bedingungf�ur die Anzahl der notwendigen SpektralkoeÆzienten.Weiterhin k�onnen anstelle der komplexen SpektralkoeÆzienten f̂k�� auh die Real- und Ima-gin�arteile getrennt betrahtet werden. Wir bezeihnen diese im folgenden einfah als die reellenKoeÆzienten der Spektraltransformation.
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Abbildung 7.6: Thresholding eines Chirpsignals bez�uglih der Gruppe Lib7560(37). (1) Signalf , (2) SpektralkoeÆzienten f̂k�� , (3) SpektralkoeÆzienten mit jf̂k��j � Æ, (4) Signal ~f .



7.2. DATENKOMPRESSION 99Abbildung 7.6 illustriert die Vorgehensweise an einem Beispiel. In Zeile (1) sind Real- undImagin�arteil eines komplexen Chirpsignals f der L�ange N = 7560 abgebildet. Dieses Signalwurde bez�uglih der durh die Gruppe G = Lib7560(37) (siehe Abshnitt 3.4.1) de�niertenDFT in den Fourierbereih transformiert. Zeile (2) zeigt den Real- bzw. den Imagin�arteilder SpektralkoeÆzienten, die lexikographish bez�uglih der Tripel (k; �; �) angeordnet sind(siehe (2.4)). Es handelt sih dabei um 15120 reelle KoeÆzienten, von denen die 200 gr�o�tenKoeÆzienten ausgew�ahlt und alle anderen KoeÆzienten auf Null gesetzt wurden (Zeile (3) vonAbbildung 7.6). Dies entspriht also einer Kompressionsrate von 200 : 15120 � 1 : 76, wobeisih 96:3% der Signalenergie in den 200 KoeÆzienten konzentriert. Aus der Bedingung f�ur dieAnzahl der KoeÆzienten ergibt sih in diesem Beispiel der Shwellenwert Æ = 1:846, d. h. alleReal- und Imagin�arteile der SpektralkoeÆzienten, deren Betrag unter dieser Shranke liegen,wurden beim Thresholding auf Null gesetzt. Durh R�uktransformation erh�alt man das inZeile (4) dargestellte approximative Signal ~f .7.2.2 GesamtsystemDas im letzten Abshnitt beshriebene Verfahren zur Datenkompression mittels verallgemei-nerter Spektraltransformationen wurde erstmals implementiert. Wir diskutieren in den folgen-den Punkten die wesentlihen Merkmale des Gesamtsystems, das in Abbildung 7.7 dargestelltist:(1) Gegeben ist eine Bibliothek von konsistenten p-Pr�asentationen, die �uberau�osbareGruppen G vershiedener Ordnung N de�nieren (siehe Abshnitt 3.4.1). Die Daten, dief�ur die Beshreibung einer p-Pr�asentation f�ur eine Gruppe der Ordnung N ben�otigtwerden, haben einen Speiherplatzbedarf von O(log3N) (siehe (2.7) und (2.8)).(2) Sei f der zu komprimierende komplexe Datenvektor der L�ange N . Zur Speiherungdieses Vektors werden 2 � N Gleitkommazahlen ben�otigt. Aus der Bibliothek wird einekonsistente p-Pr�asentation ausgew�ahlt, die eine Gruppe G = LibN (k) der Ordnung Nmit Kompositionsreihe T de�niert.(3) Zu G wird eine Transversale T -angepa�ter e(T )-monomialer irreduzibler DarstellungenIrr(G;T ) berehnet. Dies wird durh den BC-Algorithmus mit O(N logN) Additionenin Ze, wobei e den Exponenten von G bezeihnet, bewerkstelligt. Die Darstellungenwerden in Form der DFT-Datenstruktur abgespeihert, die einen Speiherplatzbedarfvon O(N) Zahlen in Ze hat. (Siehe Kapitel 3.)(4) Die Berehnung der verallgemeinerten SpektralkoeÆzienten fk�� wird auf eine DFT-Auswertung zur�ukgef�uhrt (siehe (6.18)). Die DFT kann shnell mit Hilfe der FFT(Baum-Algorithmus) mit O(N logN) komplexen Operationen (also Gleitkommaopera-tionen) ausgewertet werden. Der Algorithmus ben�otigt dabei einen linearen Speiher-platzbedarf O(N) an Gleitkommazahlen. (Siehe Kapitel 5.)(5) Ist die vorgegebene Genauigkeitsshranke, die f�ur die Kompression eingehalten werdensoll, in Form der relativen jj � jj2-Genauigkeit angegeben, so m�ussen die Spektralkoef-�zienten der Gr�o�e ihrer Betr�age nah sortiert werden. Standard-Sortieralgorithmen,wie z. B. Mergesort, bewerkstelligen dies in O(N logN). Das Ausw�ahlen der gr�o�tenKoeÆzienten, bis die geforderte Energieshranke �ubershritten ist, geht dann in O(N).



100 KAPITEL 7. DFT-BASIERTE SIGNALVERARBEITUNG(6) Analog zu (4) kann unter Benutzung der IFFT das komprimierte Signal ~f berehnetwerden. Dies ben�otigt wie in (4) den Aufwand O(N logN).
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Abbildung 7.7: Gesamtsystem zur DFT-basierten Datenkompression.Alle Berehnungen k�onnen mit Hilfe shneller Algorithmen durhgef�uhrt werden, die jeweilseine Laufzeit von O(N logN) haben und mit einem Speiherplatz O(N) auskommen. Das im-plementierte Gesamtsystem erm�ogliht damit eine Datenkompression, die in Ehtzeit durh-gef�uhrt werden kann.Im allgemeinen gibt es f�ur festes N eine gro�e Anzahl �uberau�osbarer Gruppen. Zum Bei-spiel w�ahst die Anzahl der Isomorphieklassen von Gruppen der Ordnung pn, wobei p einePrimzahl bezeihnet, exponentiell in n. Higman und Sims geben in [34℄ bzw. [54℄ asymptoti-she Absh�atzungen, welhe zeigen, da� die Anzahl der Isomorphieklassen von Gruppen derOrdnung pn sih wie p2n3=27+O(n8=3) verh�alt. Beshe und Eik geben in [6℄ die Anzahl derIsomorphieklassen von Gruppen f�ur alle Ordnungen bis 1000 mit Ausnahme der Ordnungen512 und 768 an. Unter anderem gibt es 2328 Isomorphieklassen von Gruppen der Ordnung128 und 56092 f�ur die Ordnung 256. In [27℄ wird gezeigt, da� es f�ur die Ordnung 512 bereits10:494:213 Isomorphietypen gibt.Jede Isomorphieklasse einer �uberau�osbaren Gruppe de�niert eine grunds�atzlih vershiedeneSpektralzerlegung, die mit dem oben beshriebenen System shnell generiert und ausgewertet



7.3. EXPERIMENTE 101werden kann. Aufgrund der gro�en Anzahl niht-isomorpher �uberau�osbarer Gruppen, z. B.f�ur Gruppen der Ordnungen pn, bietet sih folgendes randomisierte adaptive Verfahren zurDatenkompression an (siehe auh [15℄):� W�ahle f�ur jeden zu komprimierenden Datenvektor f der L�ange N randomisiert einep-Pr�asentation der Bibliothek zu einer Gruppe der Ordnung N und f�uhre die zuvorbeshriebene Datenkompression aus.� Wiederhole dieses Verfahren f�ur festes f mehrere Male und speihere das bez�uglihder gew�ahlten Qualit�atsma�es beste Kompressionsergebnis samt der zugeh�origen p-Pr�asentation ab.Als Kriterium f�ur die Wahl der "besten\ p-Pr�asentation kann hierzu z. B. die minimaleAnzahl der niht auf Null gesetzten SpektralkoeÆzienten oder die maximale Energie deskomprimierten Signals bei fest vorgegebener Anzahl der zu speihernden SpektralkoeÆzientendienen.7.3 ExperimenteIn diesem Abshnitt beshreiben wir einige der Experimente, die mit dem zuvor beshrie-benen Gesamtsystem zur Datenkompression durhgef�uhrt wurden. In den angef�uhrten Bei-spielen wird diskutiert, inwieweit sih die durh die vershiedenen p-Pr�asentationen de�-nierten Spektraltransformationen untersheiden. Unter anderem wurde bei Vorgabe der jj � jj2-Genauigkeitsshranke (siehe Abshnitt 7.3.1) und bei Vorgabe der Kompressionsrate (sieheAbshnitt 7.3.2) eine statistishe Untersuhung zum Verhalten der vershiedenen Spektral-transformationen durhgef�uhrt. Abshlie�end illustrieren wir in Abshnitt 7.3.3 anhand zweierBeispiele, wie man durh randomisierte Datenkompression eine gute Approximation der Wel-lenform der Originalsignale erh�alt.7.3.1 Vorgabe der jj � jj2-GenauigkeitsshrankeIm folgenden Experiment wurde das in (1) von Abbildung 7.8 dargestellte Signal f , das ausSinusshwingungen zusammengesetzt ist, mit Hilfe vershiedener Gruppen der Ordnung 128komprimiert. Dabei wurde f�ur das Thresholding eine relative jj � jj2-Genauigkeitsshranke von99% vorgegeben, d. h. im Spektralbereih wurden so viele der betragsm�a�ig gr�o�ten Real- undImagin�arteile der SpektralkoeÆzienten gew�ahlt, bis mindestens 99% der Signalenergie von f indiesen KoeÆzienten konzentriert war. Das Thresholding wurde f�ur insgesamt 2328 p-Pr�asen-tationen durhgef�uhrt, wobei die p-Pr�asentationen paarweise niht-isomorphe Gruppen de�-nieren (es gibt 2328 Isomorphieklassen von Gruppen der Ordnung 128, siehe Abshnitt 3.4.1).Unter allen Gruppen der Bibliothek verh�alt sih G = Lib128(40) am g�unstigsten: 99% der Sig-nalenergie konzentrieren sih in 44 der 256 Real- und Imagin�arteile der SpektralkoeÆzienten.Das komprimierte, aus diesen KoeÆzienten r�uktransformierte Signal ~f ist in (2) dargestellt.Im Gegensatz hierzu werden bei der Gruppe G = Lib128(456) f�ur dieselbe Aufgabe 171 reelleKoeÆzienten ben�otigt (siehe (3)).
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Abbildung 7.8: Thresholding bei relativer jj � jj2-Genauigkeit von 99%. (1) Originalsignal f , (2)~f f�ur G = Lib128(40) mit 44 KoeÆzienten, (3) ~f f�ur G = Lib128(456) mit 171 KoeÆzienten.In Abbildung 7.9 kann man ablesen, wieviele der 2328 Gruppen die oben gestellte Aufgabe mitjeweils welher Anzahl an reellen KoeÆzienten l�osen k�onnen. Die in (2.9) de�nierte GruppeG128 ben�otigt �ubrigens 92 KoeÆzienten und liegt damit im Mittelfeld.
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Abbildung 7.9: Anzahl der ben�otigten KoeÆzienten bei relativer jj � jj2-Genauigkeit von 99%Damit kann mit der GruppeG = Lib128(40) die h�ohste Kompressionsrate von 44 : 256 � 1 : 6erzielt werden. Nat�urlih ist die Wahl der "besten\ Gruppe vom jeweiligen Signal f abh�angig,wie wir auh in den n�ahsten Abshnitten sehen werden.



7.3. EXPERIMENTE 1037.3.2 Vorgabe der Anzahl der KoeÆzientenUnter Verwendung derselben Gruppen wie in Abshnitt 7.3.1 wurde in diesem Experimentdie Kompressionsrate in Form der Anzahl der zu speihernden Real- und Imagin�arteile derSpektralkoeÆzienten vorgegeben. Beim Signal f handelt es sih um ein Peak an der Stelle 64.Dies ist bekanntlih f�ur die klassishe Fouriertransformation der "worst ase\. Da die Koor-dinatenfunktionen der zyklishen DFT periodish sind, m�ussen zur Darstellung von lokalenPh�anomenen viele Koordinatenfunktionen herangezogen werden. Mit Hilfe verallgemeinerterSpektraltransformationen kann der Peak unter Umst�anden aus viel weniger Koordinatenfunk-tionen zusammengesetzt werden. Ist insbesondere die Gruppe niht-abelsh und besitzt siehohdimensionale monomiale Darstellungen, so haben die entsprehenden Koordinatenfunk-tionen einen shmalen Tr�ager und eignen sih gut zur Darstellung lokaler Ph�anomene.Bei der Gruppe G = Lib128(138) sind z. B. in 25 reellen KoeÆzienten 97% der Signalenergieenthalten. Dies entspriht einer Kompressionsrate von 1 : 10. Der Peak, wie (2) in Abbildung7.10 zeigt, kann gut durh wenige Koordinatenfunktionen approximiert werden. Bei der Grup-pe G = Lib128(128) hingegen bleibt bei Verwendung der 25 gr�o�ten KoeÆzienten nur 44%der Signalenergie erhalten. Dementsprehend shleht ist die Approximation ~f (siehe (3)).
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Abbildung 7.10: Kompression um den Faktor 10. (1) Originalsignal f , (2) ~f f�ur G =Lib128(138), (3) ~f f�ur G = Lib128(128).



104 KAPITEL 7. DFT-BASIERTE SIGNALVERARBEITUNGDer Grund f�ur das gute Approximationsverhalten der Gruppe Lib128(138) liegt darin, da�diese eine irreduzible monomiale Darstellung vom Grad 8 hat. (Nebenbei sei angemerkt, da�genau 75 der 2328 Isomorphieklassen der Gruppen der Ordnung 128 eine solhe Darstellunghaben.) Die entsprehenden Koordinatenfunktionen haben wegen der Monomialit�at der Dar-stellung einen shmalen Tr�ager, der einem Ahtel der Gesamtl�ange des De�nitionsbereihesentspriht. Mit anderen Worten nehmen die entsprehenden Koordinatenfunktionen nur auf16 der 128 Gruppenelemente einen von Null vershiedenen Wert an. Die Gruppe Lib128(128)hingegen ist abelsh, d. h. alle Darstellungen haben den Grad 1. Damit haben die entspre-henden Koordinatenfunktionen, wie im Fall der klassishen Fouriertransformation, einenvollen Tr�ager und lokale Ph�anomene lassen sih nur durh �Uberlagerung vieler vershiedenerKoordinatenfunktionen zusammensetzen. In Abbildung 7.11 sind jeweils typishe Koordina-tenfunktionen f�ur die beiden Gruppen dargestellt.
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Abbildung 7.11: Typishe Koordinatenfunktionen f�ur eine Darstellung vom Grad 8(Lib128(138)) und eine Darstellung vom Grad 1 (Lib128(128)).In Abbildung 7.12 �ndet man wieder eine Statistik �uber das Verhalten der 2328 p-Pr�asenta-tionen der Bibliothek. Nun ist jeweils die Anzahl der Gruppen dargestellt, bei denen sih derentsprehende Energieanteil in Prozent in den 25 gr�o�ten reellen KoeÆzienten konzentriert.Die Gruppe G128 von (2.9) bewegt sih mit 76% wieder im Mittelfeld.
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Abbildung 7.12: Relative jj � jj2-Genauigkeit bei fester Anzahl an KoeÆzienten



7.3. EXPERIMENTE 1057.3.3 Experimente zur randomisierten DatenkompressionIm Rahmen dieser Arbeit wurden erste Experimente zur randomisierten Datenkompressiondurhgef�uhrt. Es hat sih dabei herausgestellt, da� das Konzentrationsverhalten der vershie-denen verallgemeinerten Spektraltransformationen sehr stark vom jeweiligen zu komprimie-renden Signal abh�angt. Z. B. k�onnen bei quasi-periodishen Signalen, die keine lokalen Ph�ano-mene wie Peaks aufweisen, Koordinatenfunktionen zu niederdimensionalen Darstellungen, de-ren Tr�ager sih auf den gesamten De�nitionsbereih erstreken, gute Approximationen liefern.Demgegen�uber shneiden in diesen F�allen Koordinatenfunktionen hohdimensionaler Darstel-lungen aufgrund ihrer shmalen Tr�ager eher shleht ab, die aber daf�ur um so besser abrupteVer�anderungen und lokale Shwankungen im Signal erfassen k�onnen (siehe auh Abbildung7.11). In Abh�angigkeit von der Gruppe hat die aus den jeweiligen Koordinatenfunktionen be-stehende Orthonormalbasis des Signalraums ein untershiedlihes Approximationsverhalten.F�ur die Kompression eines gegebenen Signals f kann damit aus einer ganzen Bibliothek anorthogonalen Transformationen adaptiv die f�ur f "beste\ Transformation gew�ahlt werden.Zur Illustration der randomisierten Datenkompression geben wir zwei Beispiele zu den durh-gef�uhrten Experimenten, bei denen u. a. Audiosignale verwendet wurden.
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Abbildung 7.13: Kompression um den Faktor 10. (1) Originalsignal f , (2) ~f f�ur G =Lib1024(232), (3) ~f f�ur G = Lib1024(102).



106 KAPITEL 7. DFT-BASIERTE SIGNALVERARBEITUNGZeile (1) von Abbildung 7.13 zeigt den Ausshnitt eines Sprahsignals, welhes in etwa demWortlaut des Wortes "wann\ entspriht. Hierbei stimmen linker und rehter Kanal �uberein,die den Real- bzw. Imagin�arteil des komplexen Eingangssignals f der L�ange N = 1024 de�-nieren. Bei Vorgabe der Kompressionsrate 1 : 10, welhes der Wahl der 256 gr�o�ten reellenKoeÆzienten entspriht (siehe Abshnitt 7.3.2), wurden randomisiert konsistente p-Pr�asen-tationen zu Gruppen der Gr�o�e 1024 ausgew�ahlt und die Datenkompression durhgef�uhrt.Zeile (2) bzw. Zeile (3) zeigen das dabei beste bzw. shlehteste erzielte Kompressionsergeb-nis: Bei der Gruppe G = Lib1024(102) konzentrieren sih 87:5% der Signalenergie in den 256KoeÆzienten, w�ahrend es bei der Gruppe G = Lib1024(232) nur 79:5% sind.Analog zum vorherigen Abshnitt ist in Abbildung 7.14 dargestellt, wie sih die Energieder verwendeten 302 Gruppen der Ordnung 1024 in den 256 gr�o�ten reellen KoeÆzientenkonzentriert.
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Abbildung 7.14: Relative jj � jj2-Genauigkeit bei fester Anzahl an KoeÆzientenAls Referenz gegen�uber dem Heimatort "B�oblingen\ des Autors wurde ein entsprehendesSprahsignal der L�ange N = 7560 mit 86 zuf�allig ausgew�ahlten Gruppen derselben Ordnungkomprimiert. Das Ergebnis ist in Abbildung 7.15 zu sehen. W�ahrend G = Lib7560(6) immerhin95:8% der Signalenergie in den 1000 gr�o�ten reellen KoeÆzienten, was einer Kompressionsratevon 1 : 15 entspriht, zu konzentrieren vermag, bleiben in diesem Fall bei G = Lib7560(77)nur 88:1% der Energie �ubrig.Die shlehtere Approximation der Wellenform von f im Fall G = Lib7560(77) ist in der Ab-bildung deutlih zu erkennen: Erstens sind markante Stellen des Originalsignals f (siehe (1))in der Approximation (3) weniger stark ausgepr�agt als in (2). Zweitens ist das rekonstruierteSignal in (3) wesentlih st�arker verrausht als im Fall (2), was auh akustish nahvollziehbarist.
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Abbildung 7.15: "B�oblingen\ bei 1000 reellen KoeÆzienten. (1) Originalsignal f , (2) ~f f�urG = Lib7560(6), (3) ~f f�ur G = Lib7560(77).



108 KAPITEL 7. DFT-BASIERTE SIGNALVERARBEITUNG7.4 Zusammenfassung und AusblikDas vorgestellte Verfahren zur Datenkompression w�ahlt in Abh�angigkeit vom zu komprimie-renden Signal f eine verallgemeinerte Spektraltransformation (de�niert durh die zugrunde-liegende p-Pr�asentation), die in m�oglihst wenigen SpektralkoeÆzienten m�oglihst viel vonder Signalenergie zu konzentrieren vermag. Das aus diesen KoeÆzienten rekonstruierte Signal~f liefert eine Approximation des Originalsignals f bez�uglih der euklidishen Norm jj � jj2. Diesentspriht der Approximation der Wellenform von f durh ~f . Damit eignet sih das Verfahrenzur Kompression von Signalen, bei denen kleine St�orungen in der Wellenform (typisherweisein Form von Raushen) akzeptabel sind.Bei Audiosignalen ist dies niht der Fall. Hier k�onnen shon kleinste Ver�anderungen der Wel-lenform (bez�uglih der euklidishen Norm) f�ur das menshlihe Ohr zu niht mehr akzeptablenVerzerrungen des Signals f�uhren. Heute g�angige Audiokompressionsverfahren ber�uksihtigendas menshlihe H�oremp�nden, welhes Inhalt der sogenannten Psyhoakustik ist. Hierbei wer-den Maskierungse�ekte zur �Uberdekung von Quantisierungsraushen, das bei der Kompres-sion entsteht, ausgenutzt (siehe z. B. [66℄). Ausgehend von dem vorgestellten Gesamtsystemw�are es interessant zu untersuhen, inwieweit sih verallgemeinerte Fouriertransformationenund randomisierte Kompressionsverfahren in Kombination mit modernen Audioodierern ein-setzen lassen. Weiterhin k�onnte man testen, ob Verfahren zur Kompression von digitalisiertenBildern, die durh Transformationsodierung bez�uglih abelsher Gruppen Kompressionsra-ten bis zu 1 : 50 erzielen (siehe z. B. [28℄), bei Verwendung niht-abelsher Gruppen noherfolgreiher arbeiten.Spezialf�alle von Gruppen lassen sih, �uber die auf der MRA basierenden groben Frequenzin-terpretationen von Abshitt 7.1.3 hinaus, signaltheoretish deuten. So l�a�t sih die klassisheFourierdarstellung bez�uglih der zyklishen Gruppen als Frequenzdarstellung eines Signalsinterpretieren und signaltheoretish ausnutzen. Eine weitere Aufgabe w�are es zu untersuhen,ob und wie sih weitere Spezialf�alle von Gruppen signaltheoretish deuten lassen. Hierbei wirdauh die Numerierung der Gruppenelemente von G (wir haben immer die lexikographisheOrdnung von Abshnitt 5.3 vorausgesetzt) eine entsheidende Rolle spielen.



Kapitel 8DFT-Generierung au�osbarerGruppen
In Kapitel 3 wurde die DFT-Konstruktion endliher p-pr�asentierter �uberau�osbarer Gruppenbehandelt. Der BC-Algorithmus konstruierte eine T -angepa�te e-monomiale DFT f�ur solheGruppen in einer im wesentlihen optimalen Laufzeit (siehe Abshnitt 3.1). F�ur die Konstruk-tion war dabei ganz entsheidend, da� jede endlihe �uberau�osbare Gruppe G eine Komposi-tionsreihe T hat, die zugleih eine Hauptreihe ist. Mit anderen Worten, jede Untergruppe Gieiner solhen Kompositionsreihe T ist niht nur in der n�ahst h�oheren Untergrupppe Gi+1,sondern sogar in der gesamten Gruppe G normal. Damit konnten die Verkettungsr�aume ineiner "bottom-up\-Konstruktion entlang T konstruiert werden, wobei hierf�ur die Invarianzder R�aume Irr(Gi) unter Konjugation mit den Erzeugern gj f�ur j > i entsheidend war.Dies geht f�ur endlihe au�osbare Gruppen im allgemeinen niht mehr. IstC = (G = Gn BGn�1 B : : :BG1 BG0 = f1g)eine Hauptreihe einer endlihen au�osbaren Gruppe G, dann kann diese zwar zu einer Kom-positionsreihe T verfeinert werden, allerdings sind dann die Untergruppen im allgemeinenniht mehr normal in G. Weiterhin besitzen au�osbare Gruppen im allgemeinen keine Isomo-morphielisten irreduzibler Darstellungen, die aus lauter monomialen Darstellungen besteht.Daher ist die DFT-Konstruktion in diesem Fall wesentlih aufwendiger, und �ahnlih eÆzienteAlgorithmen wie der BC-Algorithmus sind niht mehr zu erwarten.P�ushel beshreibt in seiner Dissertation [47℄ einen Algorithmus zur Zerlegung der regul�arenDarstellung einer endlihen Gruppe G, was der Berehnung einer der Hauptreihe angepa�tenDFT gleihkommt. Er gibt leider keine theoretishe Laufzeitanalyse seines Algorithmus. DieImplementierung seines Algorithmus erfolgte unter Verwendung von GAP-Routinen und istTeil des AREP-Pakets, eines Programmpakets zur konstruktiven Darstellungstheorie [26℄.Seine experimentellen Resultate f�ur kleine Gruppengr�o�en (bis zur Ordnung 500) lassen aufeine durhshnittlihe Laufzeit shlie�en, die quadratish in der Gruppenordnung ist. (Es seian dieser Stelle bemerkt, da� die �uberwiegende Anzahl der Gruppen bis zur Ordnung 500�uberau�osbar ist).In diesem Kapitel stellen wir einen Algorithmus (M-Algorithmus f�ur "Main Algorithm\) vor,109



110 KAPITEL 8. DFT-GENERIERUNG AUFL �OSBARER GRUPPENder f�ur eine endlihe au�osbare Gruppe G eine T -angepa�te DFT konstruiert, und gebendie unseres Wissens erste "worst-ase\-obere Komplexit�atsshranke f�ur den au�osbaren Fallim Hinblik auf die Anzahl der ben�otigten K�orperoperationen an. Dabei mu� G durh einep-Pr�asentation gegeben sein, die mit einer Kompositionsreihe T korrespondiert, die wieder-um eine Hauptreihe C verfeinert. Der M-Algorithmus verf�ahrt nah dem im Abshnitt 2.4beshriebenen Grundprinzip der DFT-Generierung. Die Konstruktion geshieht wiederum"bottom-up\, aber diesmal entlang der Hauptreihe C. Innerhalb eines Hauptfaktors benut-zen wir als Unterroutine eine relative Version des BC-Algorithmus zur Konstruktion derDarstellungen, den wir im folgenden als RBC-Algorithmus bezeihnen und in Abshnitt 8.1beshreiben. Um die n�otigen Daten von einer Untergruppe der Hauptreihe zur n�ahst h�oher-en Untergruppe zu heben, ben�otigen wir den in Abshnitt 8.2 beshriebenen ET-Algorithmus("Equivalene Test\), der zwei Darstellungen auf �Aquivalenz testet. Im Abshnitt 8.3 stellenwir dann den M-Algorithmus vor und analysieren diesen in Abshitt 8.4. Dabei leiten wirunter anderem die "worst-ase\-obere Komplexit�atsshranke O(p � jGj2 log(jGj)) her, wobei pden gr�o�ten Primteiler von jGj bezeihnet.8.1 RBC-AlgorithmusF�ur den M-Algorithmus ben�otigen wir als Unterroutine eine relative Version des BC-Algo-rithmus f�ur �uberau�osbare Gruppen (RBC-Algorithmus) . Da die relative Version eine unmit-telbare Verallgemeinerung des urspr�unglihen Algorithmus ist, verweisen wir f�ur Einzelheitenauf Abshnitt 3.1 und [4℄ und stellen hier nur das Ergebnis vor.Sei H eine endlihe au�osbare Gruppe mit Normalteiler N , so da� H=N �uberau�osbar ist.Dann gibt es eine Kette von UntergruppenT = (H = Hr BHr�1 B : : : H1 BH0 = N);wobei Hk CH und [Hk : Hk�1℄ =: pk prim ist. Wir setzen die folgenden Daten als bekanntvoraus:(i) Eine p-Pr�asentation von H relativ zu N , die mit T korrespondiert und Erzeugerh1; : : : ; hr hat, so da� hkHk�1 f�ur k = 1; : : : ; r den Quotienten Hk=Hk�1 erzeugt.(ii) Eine Transversale Irr(N) von irreduziblen Darstellungen von N . Dar�uber hinaus einenAlgorithmus, der jedes F 2 Irr(N) vom Grad f := deg(F ) an jedem in Normalformgegebenen n 2 N mit O(f3 � log jN j) Operationen auswerten kann.(iii) Die hk-Operation des Erzeugers hk auf Irr(N), gegeben durh eine Permutation �hk aufder Menge Irr(N), so da� �hk(F ) � F hk f�ur alle F 2 Irr(N), k = 1; : : : ; r gilt.(iv) Die zugeh�origen Verkettungsmatrizen Xhk;F 2 Int(F hk ; �hk(F )) n f0g.Der RBC-Algorithmus konstruiert dann eine Transversale Irr(H;T ) von irreduziblenT -angepa�ten Darstellungen "bottom-up\ entlang den UntergruppenHk. Eine Analyse diesesAlgorithmus analog zu [4℄ ergibt die obere Komplexit�atsshrankeO �jHj log2(jHj)pjN j� : (8.1)



8.2. ET-ALGORITHMUS 111Au�erdem gilt, da� jedes D 2 Irr(H;T ) eine f -blokmonomiale Darstellung ist, wobei fdurh f := deg(F ) mit einem F 2 Irr(N), f�ur das hDjF i > 0 gilt, de�niert ist. O�ensihtlihreduziert sih der RBC-Algorithmus im Fall N = f1g zum urspr�unglihen BC-Algorithmus�uberau�osbarer Gruppen (siehe Satz 3.1.1).8.2 ET-AlgorithmusDer ET-Algorithmus, welher zwei Darstellungen auf �Aquivalenz testet, wird als Unterroutinedes M-Algorithmus verwendet. Dar�uber hinaus wird im Fall der �Aquivalenz eine niht-trivialeVerkettungsmatrix konstruiert. Grundlage des ET-Algorithmus ist das folgende Lemma, daseine Idee von Plesken [46℄ verallgemeinert.Lemma 8.2.1 Seien G eine endlihe Gruppe, H eine Untergruppe von G vom Index s :=[G : H℄ und g1; : : : ; gs Vertreter der Rehtsnebenklassen von H, d. h. G = Hg1t : : :tHgs. Seiweiterhin K ein K�orper mit har(K ) j������������������������s und seien D;� Darstellungen von G �uber K . Dannde�niert  : Int(D#H;�#H)! Int(D;�); Y 7! 1s sXi=1 �(g�1i )Y D(gi)eine K -lineare Projektion von Int(D#H;�#H) auf Int(D;�).Beweis: Die K -Linearit�at von  ist o�ensihtlih, und aus der De�nition (2.2) des Ver-kettungsraums folgt f�ur alle Y 2 Int(D;�) sofort  (Y ) = Y . Damit ist nur noh  (Y ) 2Int(D;�) f�ur alle Y 2 Int(D#H;�#H) zu zeigen. Fixiere ein solhes Y , dann gilt nah (2.2)Y D(h) = �(h)Y (8.2)f�ur alle h 2 H. F�ur jedes g 2 G gibt es o�ensihtlih h1 : : : ; hs 2 H, so da� (als Mengen!)fg1g; : : : ; gsgg = fh1g1; : : : ; hsgsg (8.3)gilt. Daher gilt f�ur dieses g die folgende Gleihung:�(g�1) (Y )D(g) = 1s sXi=1 �((gig)�1)Y D(gig) (8:3)= 1s sXi=1 �((higi)�1)Y D(higi)(8:2)= 1s sXi=1 �(g�1i )Y D(gi) =  (Y ): �Wir kommen nun zum ET-Algorithmus. Sei H eine endlihe au�osbare Gruppe mit Normal-teiler N und sei T = (H = Hr BHr�1 B : : :BH1 BH0 = N)eine Kette von Untergruppen mit Primzahlindizes [Hk : Hk�1℄ =: pk, k = 1; : : : ; r. In diesemAbshnitt setzen wir niht voraus, da� die Hk normal in der gesamten Gruppe H sind. Wie



112 KAPITEL 8. DFT-GENERIERUNG AUFL �OSBARER GRUPPENzuvor seien hk 2 H so gew�ahlt, da� hkHk�1 den Quotienten Hk=Hk�1 erzeugt. (Weil Hk�1normal inHk ist, stimmen die Rehtsnebenklassen vonHk�1 inHk mit den Linksnebenklassen�uberein.) Wir de�nieren f�ur zwei Darstellungen D;� von H die Abbildung k : Int(D#Hk�1;�#Hk�1)! Int(D#Hk;�#Hk); Y 7! 1pk pk�1Xt=0 �(h�tk )Y D(htk):Dann de�niert  :=  r Æ  r�1 Æ � � � Æ  1 eine Projektion von Int(D#N;�#N) auf Int(D;�).Sind D;� irreduzible Darstellungen, so folgt aus dem Lemma von Shur, da� f�ur Y 2Int(D#N;�#N) die Abbildung  (Y ) entweder die Nullabbildung oder invertierbar ist. Seinun B eine Basis von Int(D#N;�#N). Zwei irreduzible Darstellungen D;� k�onnen durhBerehnung aller Bilder  (E), E 2 B, auf �Aquivalenz getestet werden. Gibt es ein  (E) 6= 0,dann gilt D � �, und  (E) erzeugt den eindimensionalen Verkettungsraum Int(D;�). Im an-deren Fall gilt  (E) = 0 f�ur alle E 2 B, und aus der Surjektivit�at von  folgt Int(D;�) = f0g,was D 6� � impliziert.Sei d = deg(D) = deg(�) und Y 2 Int(D#N;�#N). Wegen�(h�tk )Y D(htk) = �(hk)�1 ��(h�(t�1)k )Y D(ht�1k )�D(hk);t = 1; : : : ; pk � 1, kann  k(Y ) f�ur k 2 [1 : r℄, mit O(pkd3) Operationen berehnet werden.Daher l�a�t sih  (Y ) mit rXk=1O �pkd3� = O d3 rXk=1 pk!Operationen berehnen. F�ur den �Aquivalenztest mu�  (E) f�ur alle E 2 B berehnet werden.Dies ist mit O(jBj � d3Prk=1 pk) Operationen zu bewerkstelligen. Sind die irreduziblen Dar-stellungen D und � dar�uber hinaus f -blokmonomial, f j d = deg(D) = deg(�), dann ist dieBerehnung von  k(Y ) billiger. Sie ben�otigt unter Benutzung von (2.11) nur O(pk �( df )2 �f3) =O(pk � d2 � f) Operationen. Dies f�uhrt zu einem Gesamtaufwand vonO jBj � d2 � f rXk=1 pk! (8.4)Operationen f�ur den ET-Algorithmus zum Test von D � �.8.3 M-AlgorithmusIn diesem Abshnitt stellen wir den M-Algorithmus zur Konstruktion einer T -angepa�tenDFT einer endlihen au�osbaren Gruppe G vor. SeiC = (G = Gn BGn�1 B : : :BG1 BG0 = f1g)eine Hauptreihe von G, dann gilt GiCG. Dar�uber hinaus sind die Hauptfaktoren elementar-abelsh. Mit anderen Worten, es existieren ri 2 N und Primzahlen pi, so da� Gi=Gi�1 ' Cripi



8.3. M-ALGORITHMUS 113gilt. (F�ur einen Beweis verweisen wir auf Theorem (9.13) von [35℄.) Wir verfeinern dieHauptreihe zu einer Kompositionsreihe T von G mit geeigneten UntergruppenGi = Giri BGiri�1 B : : :BGi1 BGi0 = Gi�1:Im allgemeinen sind die Gruppen Gik, 1 � k < ri, niht normal in G. Sei weiterhin G durheine p-Pr�asentation mit Erzeugern fgik 2 G j 1 � i � n; 1 � k � rig gegeben, welhe mit Tkorrespondiert: gikGik�1 erzeuge also Gik=Gik�1 ' Cpi .Der M-Algorithmus verf�ahrt "bottom-up\ entlang der Hauptreihe C. Wie in Abshnitt 2.4sei Ti durh Ti := (Gi � : : : � G0), 1 � i � n, de�niert. Dann stehen in Shritt i folgendeDaten als Eingabe zur Verf�ugung:(1) F := Irr(Gi�1;Ti�1), eine Transversale von Ti�1-angepa�ten irreduziblen Darstellungenvon Gi�1 und der zugeh�orige Charaktergraph von Gi�1.(2) F�ur jedes i � 1 < j � n und 1 � k � rj die g-Operation, g := gjk, auf F durheine Permutation �g von F , so da� F g � �gF f�ur alle F 2 F . Dar�uber hinaus dieVerkettungsmatrizen XgF 2 Int(F g; �gF ) f�ur jedes F 2 F .Die folgenden Daten werden berehnet:(1) D := Irr(Gi;Ti), eine Transversale von Ti-angepa�ten irreduziblen Darstellungen von Giund der zugeh�orige Charaktergraph von Gi.(2) F�ur jedes i < j � n und 1 � k � rj die g-Operation, g := gjk, von D gegeben durheine Permutation �g von D, so da� Dg � �gD f�ur alle D 2 D. Dar�uber hinaus dieVerkettungsmatrizen YgD 2 Int(Dg; �gD) f�ur jedes D 2 D.Dabei ist die Eingabe f�ur Shritt 0 trivial. Der Shritt i des M-Algorithmus besteht aus zweiPhasen:Phase 1. Sei H := Gi, N := Gi�1, r := ri und p := pi. Dann ist N normal in H undH=N ist elementar-abelsh, insbesondere �uberau�osbar. Setze Hk := Gik, k = 0; : : : ; r,und hk := gik, k = 1; : : : ; r, dann ist Voraussetzung (i) des RBC-Algorithmus erf�ullt.Voraussetzung (ii) gilt, da nah Induktionshypothese (1) von Shritt i � 1 die Men-ge F := Irr(N;Ti�1) bereits konstruiert ist, wobei F 2 F auf den Erzeugern von Ngegeben ist. Daher kann nah (2.13) F (n) in O(f3 � log jN j), f := deg(F ), f�ur jedesn 2 N in Normalform berehnet werden. Die Voraussetzungen (iii) und (iv) sind nahInduktionshypothese (2) von Shritt i � 1 erf�ullt. Daher kann der RBC-Algorithmuszur Konstruktion von D := Irr(H;Ti) verwendet werden, welhes die Ausgabe (1) vonShritt i ist.Dar�uber hinaus werden im RBC-Algorithmus alle Daten berehnet, die zur Erweiterungdes Charaktergraphen von Gi�1 auf Gi ben�otigt werden.Phase 2. Sei g := gjk, i < j � n, 1 � k � rj , fest und D 2 D, d := d(D) := deg(D). ZurBestimmung von �gD ben�otigen wir die Darstellung � 2 D mit Dg � �. Wir verringerndie Anzahl der m�oglihen Kandidaten in D unter Verwendung der Induktionshypothese



114 KAPITEL 8. DFT-GENERIERUNG AUFL �OSBARER GRUPPEN(2) aus Shritt i� 1 und des Charaktergraphen von Gi aus Phase 1.Die Zerlegung der Einshr�ankung D#N in irreduzible Darstellungen von F kann ausdem Charaktergraph von Gi abgelesen werden. Sei F 2 F , f := deg(F ), mit m :=m(D) := hDjF i > 0 und fF1 = F; F2; : : : ; Fqg � F , q := q(D) 2 N, die Bahn von Funter der H-Operation auf F . Nah dem Satz von Cli�ord 2.1.2 giltD#N � m � qMk=1 Fk:Da D eine Ti-angepa�te Darstellung ist, gibt es eine Permutationsmatrix P der FormP = P� 
 Idf mit einer Permutation � 2 Sd=f , so da�D#N = P  qMk=1m � Fk!P�1:Aus Dg � m �Lqk=1 F gk � m �Lqk=1 �gFk folgt, da�� 2 f�1;�2; : : : ;�`g � D; ` := `(D) 2 N;wobei nah De�nition diese Menge aus genau denjenigen Darstellungen in D besteht,deren Einshr�ankung auf N �aquivalent zu m �Lqk=1 �gFk ist. Diese Information kannwiederum dem Charaktergraphen von Gi entnommen werden. Wir benutzen nun denET-Algorithmus, um die Darstellungen ��, 1 � � � ` auf �Aquivalenz mit Dg zu testen.Hierf�ur ben�otigen wir eine Basis B von Int(Dg#N;��#N). Aus der Ti-Angepa�theit von�� folgt die Existenz einer Permutationsmatrix Q� der Form Q� = �� 
 Idf mit einerPermutation �� 2 Sd=f , so da���#N = Q� qMk=1m � �gFk!Q�1� :Aus Lemma 2.1.1 folgt nunInt (Dg#N;��#N) = Int P  qMk=1m � F gk!P�1; Q� qMk=1m � �gFk!Q�1� != Q�Int qMk=1m � F gk ; qMk=1m � �gFk!P�1= Q� " qMk=1 Cm�m 
 Int �F gk ; �gFk�#P�1:Alle XgFk 2 Int(F gk ; �gFk) sind nah Induktionshypothese (2) von Shritt i�1 bekannt,und B = (Eab := Q� " qMk=1 Æk � (Eab 
XgFk)#P�1; 1 � a; b � m; 1 �  � q) (8.5)de�niert eine Basis von Int(Dg#N;��#N), wobei Eab diem�m-Matrix mit genau einemvon Null vershiedenen Eintrag 1 an der Position (a; b) bezeihnet. O�ensihtlih giltjBj = q �m2:



8.4. ANALYSE DES M-ALGORITHMUS 115Der Rest von Phase 2 ist nun eine unmittelbare Anwendung des ET-Algorithmus. UnterBenutzung der Basis B k�onnen wir entsheiden, ob Dg und �� �aquivalent sind oderniht. Im Fall der �Aquivalenz gilt � = ��, und wir setzen �gD := ��. Dar�uber hinausliefert in diesem Fall der ET-Algorithmus eine von Null vershiedene VerkettungsmatrixYgD 2 Int(Dg; �gD). Dies sind genau die Daten (2), die in Shritt i zu bestimmen waren.8.4 Analyse des M-AlgorithmusIn diesem Abshnitt analysieren wir den M-Algorithmus zur Bestimmung des asymptotishenVerhaltens. Im folgenden sei dabei eine arithmetishe Operation eine Addition, Subtraktion,Inversion, Multiplikation oder Kopieroperation in unserem Grundk�orper K, welhe alle als inO(1) berehenbar vorausgesetzt werden. F�ur eine Diskussion der Probleme, die beim exaktenRehnen �uber Kreisteilungsk�orpernK = Q (e) (anstelle �uber K = C ) entstehen, verweisen wirauf Abshnitt 8.5.F�ur unsere Analyse ben�otigen wir einige Absh�atzungen. Nah (2.15) gilt mit der Notationdes letzten Abshnitts PD2D deg(D)2 = jHj. Aus f�1;�2; : : : ;�`g � D und d = deg(��)f�ur alle � = 1; : : : ; `(D) folgt dann mit ` = `(D)`(D) � d2 = `(D)X�=1 deg(��)2 � jHj: (8.6)Nah 2.17 gilt f�ur eine beliebige reelle Zahl s � 2 die Absh�atzungds(G) := XD2D deg(D)s � ds�2 XD2D deg(D)2 � jGj s2 : (8.7)Wir analysieren die Anzahl der Operationen in Phase 1 und Phase 2 des M-Algorithmus imi-ten Shritt, 1 � i � n.Phase 1. In Shritt i des M-Algorithmus wird der RBC-Algorithmus f�ur H = Gi und N =Gi�1 benutzt, welher nah (8.1)O(jHj log2(jHj)pjN j) (8.8)Operationen ben�otigt. Die Erweiterung des Charaktergraphen von Gi�1 auf Gi erfolgtohne weitere wesentlihe Kosten.Phase 2. In Shritt i wurde ein g = gjk und ein D 2 D �xiert. Die Zahlen m = m(D); q =q(D); ` = `(D), die Darstellungen Fk, k = 1; : : : ; q(D), und die Darstellungen ��,� = 1; : : : ; `(D) ergeben sih unmittelbar aus dem Charaktergraphen. Ebenso k�onnendie Permutationsmatrizen P und Q� leiht mit Hilfe des Charaktergraphen bestimmtwerden, was mit einer vernahl�assigbaren Anzahl von Operationen bewerkstelligt wer-den kann (und sih niht auf die Gesamtkomplexit�at auswirkt).Der teure Teil ist der ET-Algorithmus. Abh�angig von � m�ussen Basen B = B� kon-struiert werden, deren Elemente f -blokmonomiale Matrizen mit nur einem von Nullvershiedenen f -Blok sind. Da die Basen B� bis auf die Permutationsmatrizen Q�



116 KAPITEL 8. DFT-GENERIERUNG AUFL �OSBARER GRUPPENidentish sind (siehe (8.5)) und die Verkettungsmatrizen XgFk aus Shritt i� 1 bekanntsind, k�onnen simultan alle Basen B� ausshlie�lih durh Kopieroperationen konstruiertwerden, welhe sih bei einer geeigneten Datenstruktur durhO �jBj � f3� = O �m2 � q � f3� = O �d3� ; (8.9)absh�atzen lassen. Hierbei wurde jBj = q � m2 und d = m � q � f benutzt. Weiterhinm�ussen Dg(hk) = D(g�1hkg) f�ur k = 1; : : : ; r berehnet werden. Da das Wort g�1hkgohne Kosten der p-Pr�asentation entnommen werden kann und als normalisiertes Wortin Hk � H vorliegt, k�onnen unter Benutzung der f -Blokmonomialit�at von D alleDg(hk) nah (2.14) inO rXk=1(d � f2 log(jHkj)! = O �r � d3 � log(jHj)� : (8.10)berehnet werden. F�ur D m�ussen insgesamt h�ohstens `(D) �Aquivalenztests (mit den��, � = 1; : : : `(D)) durhgef�uhrt werden. Aufgrund der f -Blokmonomialit�at von Dund der �� ben�otigt der ET-Algorithmus f�ur alle ` = `(D) Tests nah (8.4)O �` � jBj � d2 � f � r � p� (8:6)= O (jHj � r � p � jBj � f) = O �jHj � r � p � d2� (8.11)Operationen. Summation �uber alle D 2 D ergibt aus (8.9), (8.10) und (8.11) eineKomplexit�atsshranke f�ur Phase 2 des i-ten Shritts f�ur ein festes g = gjk:XD2D �O �d3�+O �r � d3 � log(jHj)�+O �jHj � r � p � d2��(8:7)= O �jHj 32 + r � jHj 32 log(jHj) + jHj2 � r � p� = O �jHj2 � r � p� :Da es h�ohstens log([G : H℄) Erzeuger g = gjk, i < j � n und 1 � k � rj , gibt, ergibtsih hieraus die folgende Komplexit�atsshranke f�ur Phase 2 des i-ten Shritts:O �log([G : H℄) � jHj2 � r � p� : (8.12)Wir fassen das bisherige Ergebnis im folgenden Lemma zusammen:Lemma 8.4.1 Die Anzahl der Operationen des M-Algorithmus in Shritt i, 1 � i � n, zurBerehnung der Daten (1) und (2) zu Gi aus den Daten (1) und (2) zu Gi�1 kann in Phase1 durh O �jGij log2(jGij)pjGi�1j�und in Phase 2 durh O �log([G : Gi℄) � jGij2 � ri � pi�abgesh�atzt werden. (Insbesondere ist f�ur i = n der Aufwand in Phase 2 Null.)Summation �uber alle Shritte i, 1 � i � n, ergibt die im folgenden berehnete obere Shrankef�ur die Anzahl der Operationen des M-Algorithmus mit einer geeigneten Konstanten  2 R.



8.5. AUSBLICK 117Dabei benutzen wir [G : Gi℄ � jGij = jGj, jGij � jGnj � 2i�n und log([G : Gi℄) � [G : Gi℄:nXi=1  � �log([G : Gi℄) � jGij2 � ri � pi + jGij log2(jGij)pjGi�1j��  nXi=1 [G : Gi℄jGijjGnj � 2i�n � ri � pi +  � log2(jGnj) nXi=1 jGnj � 2i�n � jGnj 12 � (2i�n) 12� jGj2maxfri � pij1 � i � ng nXi=1 2i�n + jGj 32 log2(jGj) nXi=1 2i�n� 2 �jGj2maxfri � pij1 � i � ng+ jGj 32 log2(jGj)� :Unter anderem erkennt man, da� die Komplexit�at der Phase 2 asymptotish gr�o�er ist als dieder Phase 1. Das Endergebnis ist im folgenden Satz zusammengefa�t, wobei wie oben erw�ahnteine Operation eine K�orperoperation in Q (e) ist.Satz 8.4.2 Sei G eine durh eine p-Pr�asentation gegebene endlihe au�osbare Gruppe. DiePr�asentation korrespondiere mit einer Kompositionsreihe, welhe wiederum eine Hauptreiheverfeinere. Dann kann eine Transversale von gew�ohnlihen irreduziblen Darstellungen von Gmit O(maxfri � pij1 � i � ng � jGj2)Operationen berehnet werden. Unter Benutzung von ri � log(jGj) 1 � i � n, erh�alt man dieKomplexit�atsshranke O(p � jGj2 log(jGj));wobei p den gr�o�ten Primteiler von jGj bezeihnet.Die durh die O-Notation unterdr�ukten Konstanten sind niht sehr gro�, so da� die Ab-sh�atzungen auh praxisrelevante "a-priori\-Shranken liefern. Zusammenfassend gehen wirnoh einmal auf zwei Punkte ein, die f�ur die EÆzienz des M-Algorithmus von entsheidenderBedeutung sind:(1) Innerhalb zweier Untergruppen Gi�1 und Gi der Hauptreihe sind alle auftretenden Ma-trizen und Darstellungen blokmonomial, wobei die Blokgr�o�en durh die Gr�o�en derMatrizen aus Shritt i � 1 bestimmt sind. Berehnungen mit diesen blokmonomialenMatrizen sind wesentlih billiger als mit voll besetzten Matrizen.(2) Da die UntergruppenGi der Hauptreihe normal in der gesamten GruppeG sind, operiertG auf den jeweiligen Mengen Irr(Gi). Dies erlaubt eine "bottom-up\-Konstruktion derjeweiligen Verkettungsmatrizen entlang der Untergruppen Gi der Hauptreihe C, stattbeispielsweise lineare Gleihungssysteme in jedem Shritt separat zu l�osen.8.5 AusblikIn diesem Kapitel haben wir bisher nur Darstellungen �uber dem komplexen Zahlenk�orperC betrahtet. Nah dem Satz von R. Brauer �uber Zerf�allungsk�orper (siehe z. B. Kapitel 12



118 KAPITEL 8. DFT-GENERIERUNG AUFL �OSBARER GRUPPENin [52℄) k�onnen die gew�ohnlihen Darstellungen einer endlihen Gruppe G �uber dem Kreis-teilungsk�orper Q (e) realisiert werden, wobei e den Exponenten von G bezeihnet. ObwohlQ (e) = Q [X℄=(�e(X)), wobei �e(X) das e-te Kreisteilungspolynom bezeihnet, eine exakteArithmetik erlaubt, k�onnen die Berehnungen in Q (e) sehr teuer sein, da man keine Kontrolle�uber die Gr�o�e der KoeÆzienten der Polynome hat.Dieses Problem stellt sih niht, wenn man �uber endlihen K�orpern rehnet. Ist K ein end-liher K�orper, der eine e-te primitive Einheitswurzel enth�alt und f�ur den har(K ) j������������������������ jGj gilt,dann ist K ein Zerf�allungsk�orper von G. Es sei betont, da� der M-Algorithmus �uber jedemsolhen K�orper korrekt arbeitet. Aufgrund der engen Beziehung zwishen den gew�ohnlihenirreduziblen Darstellungen und den irreduziblen K -Darstellungen kann �uber dem endlihenK�orper K gearbeitet werden, um strukturelle Informationen, wie z. B. den Charaktergraphund �Aquivalenz bez�uglih der gew�ohnlihen Darstellungen zu erhalten. Eine weiterf�uhrendeFragestellung w�are, wie man konstruktiv Darstellungen �uber Q (e) aus Darstellungen �uber end-lihen K�orpern K gewinnen kann. Hierbei k�onnten "Lifting\ -Tehniken als Verallgemeinerungdes Henselshen Lemmas grundlegend sein.
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